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Îñíîâíûå èäåè ïðåäñòàâëåíû íà ¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ: íà ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó-
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîãèå èç ïðèâåäåííûõ èäåé ðàáîòàþò äëÿ áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ. Ìû íå

òðàòèì âðåìÿ ÷èòàòåëÿ íà íåñëîæíûå îáîáùåíèÿ. Èõ ëåãêî ïðèäóìàòü èëè íàéòè â ëèòåðà-

òóðå. Òðóäíî èìåííî ïðèìåíèòü îáùóþ òåîðèþ äëÿ ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñ�îðìóëèðîâàííûõ
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ìîñòîÿòåëüíîñòü � à, çíà÷èò, ãëóáèíó è íàäåæíîñòü � îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà. Ïðîùå ñàìîìó

äîêàçàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñàìîìó ïðîäóìàòü ïåðåõîä îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó, ÷åì ñàìîìó ñðàçó
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https://www.turgor.ru/lktg/index.php . Ìû áëàãîäàðíû À. Ìèðîøíèêîâó, À. Ìèçåâó, Î. Íèêèòåíêî è �.

Íèêêóíè çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, è Î. Íèêèòåíêî çà ïîäãîòîâêó íåêîòîðûõ ðèñóíêîâ. Íåêîòîðûå ðèñóíêè

ïîäãîòîâëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòüè [Ta95℄.
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äîêàçàòü îáùèé ñëó÷àé. Ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèäóìàííîå íàäåæíåå çàïîìèíàåòñÿ è ëåã÷å ìî-

äè�èöèðóåòñÿ. Êðîìå òîãî, îáû÷íî íà ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîùå îòëîâèòü è èñïðàâèòü îøèáêè.

Ïîäðîáíåå ñì. [ZSS, �11.2℄.

Êàê ïðàâèëî, ìû ïðèâîäèì �îðìóëèðîâêó êðàñèâîãî èëè âàæíîãî óòâåðæäåíèÿ ïåðåä ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ åãî äîêàçàòåëüñòâî. Â òàêèõ

ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òðåáóåòñÿ ÷àñòü äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà. Îá ýòîì

óêàçàíî ïîñëå �îðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû áåç äîêàçà-

òåëüñòâ, òîãäà äàþòñÿ ññûëêè âìåñòî óêàçàíèé. Åñëè ê óòâåðæäåíèþ (èëè çàäà÷å) íå ïðèâå-

äåíî íè äîêàçàòåëüñòâî, íè ññûëêà íà íåãî, òî îíî íåñëîæíî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàçûâà-

þòñÿ ¾òåîðåìàìè¿, ìåíåå âàæíûå ðåçóëüòàòû � ¾óòâåðæäåíèÿìè¿, âàæíûå âñïîìîãàòåëüíûå

ðåçóëüòàòû � ¾ëåììàìè¿. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî âñå ýòî (à òàêæå ïðèìåðû) �

çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ.

Â òåêñòå åñòü íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ (ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü è óòâåðæäåíèÿ êàê çà-

äà÷è). Åñëè óñëîâèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ, òî â çàäà÷å òðåáóåòñÿ

ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàòü (è òîãäà â ññûëêàõ ìû íàçûâàåì ýòî óòâåðæäåíèå óòâåðæäåíè-

åì, à íå çàäà÷åé). Çàãàäêîé íàçûâàåòñÿ íå ñ�îðìóëèðîâàííûé ÷åòêî âîïðîñ; çäåñü íóæíî

ïðèäóìàòü è ÷åòêóþ �îðìóëèðîâêó, è äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëåíèÿ âàæíûõ ïîíÿòèé äàíû æèðíûì øðè�òîì, ÷òîáû èõ áûëî ïðîùå íàéòè.

Ìû ïðèãëàøàåì øêîëüíèêîâ ïðåäñòàâëÿòü ñâîè ïèñüìåííûå ðåøåíèÿ íà êîí�åðåíöèÿõ

øêîëüíèêîâ, ñì., íàïðèìåð, [ZS25℄.

1. Çàöåïëåíèÿ è ïëîñêèå äèàãðàììû

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå óçåë êàê òîíêóþ óïðóãóþ íèòü, êîíöû êîòîðîé ñêëååíû; ñì. êîì-

ïîíåíòû íà ðèñóíêå 1.1. Ñòðîãî ãîâîðÿ, óçåë � ýòî ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìî-

ïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ. Çàöåïëåíèå (ðèñóíîê 1.1) � ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ óçëîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè çàöåïëåíèÿ.

(a) (b)

(
)

(d)

�èñ. 1.1. Çàöåïëåíèå Õîï�à (a), òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå (b) è åùå äâà çàöåï-

ëåíèÿ (
, d)

Çàöåïëåíèÿ îáû÷íî èçîáðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èõ ¾óäà÷íûõ¿ ïðîåêöèé íà ïëîñêîñòü, íà-

çûâàåìûõ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè (ðèñóíîê 1.1; ïîä ïðîåêöèåé ìû ïîíèìàåì òåíü). Ïðåä-

ñòàâüòå, ÷òî âû êëàäåòå âåðåâêó íà ñòîë è àêêóðàòíî çàïèñûâàåòå, êàê îíà ïåðåñåêàåò ñàìó

ñåáÿ (ò.å. êàêàÿ ÷àñòü ëåæèò ñâåðõó, à êàêàÿ ñíèçó). Ïëîñêàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ � ýòî

åãî ïðîåêöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòü, âìåñòå ñ óêàçàíèåì â êàæäîì ïåðåêðåñòêå,

êàêîé îòðåçîê ¾ïðîõîäèò ñíèçó¿, à êàêîé ¾ïðîõîäèò ñâåðõó¿ (ðèñóíîê 1.1). Ïðîåêöèè îäíîãî

è òîãî æå çàöåïëåíèÿ íà ðàçíûå ïëîñêîñòè ìîãóò âûãëÿäåòü ñîâåðøåííî ïî-ðàçíîìó.

Â äàííîì òåêñòå ìû ñòðîãî ðàáîòàåì íå ñ çàöåïëåíèÿìè è èõ ïëîñêèìè äèàãðàììàìè, à

ñ àáñòðàêòíûìè ïëîñêèìè äèàãðàììàìè. Çäåñü ¾àáñòðàêòíàÿ¿ îçíà÷àåò ¾íå îáÿçàòåëüíî

ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå êàêîãî-ëèáî çàöåïëåíèÿ¿, è â äàëüíåéøåì ÷àñòî îïóñêàåòñÿ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, íàáîð çàìêíóòûõ ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ íàáîðîì îáùåãî ïîëî-

æåíèÿ, åñëè
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(i) èõ âåðøèíû ïîïàðíî ðàçëè÷íû,

(ii) ëþáûå äâà îòðåçêà ëîìàíûõ ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â îáùåé êîíöåâîé

òî÷êå, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â îáùåé âíóòðåííåé òî÷êå, è

(iii) íèêàêèå òðè âíóòðåííîñòè ýòèõ îòðåçêîâ íå èìåþò îáùåé òî÷êè.

Îáùèå âíóòðåííèå òî÷êè, òàêèå êàê óêàçàíî â (ii), íàçûâàþòñÿ ïåðåêðåñòêàìè.

Ïëîñêàÿ äèàãðàììà (àáñòðàêòíàÿ) ñîñòîèò èç

• óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà îáùåãî ïîëîæåíèÿ íåêîòîðûõ çàìêíóòûõ ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè,
• óêàçàíèÿ â êàæäîì ïåðåêðåñòêå, êàêîé îòðåçîê ¾ïðîõîäèò ñíèçó¿, à êàêîé ¾ïðîõîäèò

ñâåðõó¿ (ðèñóíîê 1.1).

Êàæäàÿ èç çàìêíóòûõ ëîìàíûõ íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ïëîñêîé äèàãðàììû.

Îòðåçîê ëîìàíîé, ïðîõîäÿùèé ñíèçó, íàçûâàåòñÿ ïðîõîäîì, à ïðîõîäÿùèé ñâåðõó íàçû-

âàåòñÿ ïåðåõîäîì.

Óòâåðæäåíèå 1.1. * Äëÿ ëþáîé àáñòðàêòíîé îäíîêîìïîíåíòíîé ïëîñêîé äèàãðàììû ñóùå-

ñòâóåò óçåë, ïðîåöèðóþùèéñÿ â ýòó äèàãðàììó. (Òàêîé óçåë íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííûé;

ñì., îäíàêî, [Sk20u, Óòâåðæäåíèå 1.1.
℄.)

2. Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ïî ìîäóëþ 2

Ïîíÿòèå êîý��èöèåíòà çàöåïëåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ áûëî ââå-

äåíî Ê. �àóññîì â åãî èññëåäîâàíèÿõ ïî ýëåêòðîìàãíåòèçìó [RN11℄. Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ,

êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ � ýòî ÷èñëî îáîðîòîâ, êîòîðîå îäíà êðèâàÿ äåëàåò âîêðóã äðóãîé.

Íå ñîâñåì ÿñíî, êàê îïðåäåëèòü ýòî ÷èñëî (äàæå íå�îðìàëüíî) äëÿ ñëîæíûõ ïàð êðèâûõ.

Ìû äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå ïëîñêèõ äèàãðàìì.

Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, lk2 ∈ Z2, äâóõêîìïîíåíòíîé ïëîñêîé äèà-

ãðàììû � ýòî âçÿòîå ïî ìîäóëþ 2 ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ, â êîòîðûõ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðîõî-
äèò ñâåðõó.

(b) (w) (t)

�èñ. 2.1. Êîëüöà Áîððîìåî (b), çàöåïëåíèå Óàéòõåäà (w) è òðèëèñòíèê (t).

Íèêàêèå äâà èç êîëåö Áîððîìåî íå çàöåïëåíû, íî âñå òðè âìåñòå çàöåïëåíû

(ò.å. èõ íåëüçÿ ïðîäå�îðìèðîâàòü â òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðà, ñð.

�8)

Çàäà÷à 2.1. (a,b,
) Äëÿ âûáðàííîãî âàìè ïîðÿäêà êîìïîíåíò íàéäèòå êîý��èöèåíòû çà-

öåïëåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ïëîñêèõ äèàãðàìì íà ðèñóíêå 1.1, äâóõêîìïîíåíòíûõ ïîääèàãðàìì

êîëåö Áîððîìåî íà ðèñóíêå 2.1.b, è êàæäîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 íà

ðèñóíêå 4.1, ñïðàâà.

Èçìåíåíèå ïåðåêðåñòêà � ýòî çàìåíà ïðîõîäà íà ïåðåõîä èëè íàîáîðîò, ñì. ðèñóíîê 2.2.
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�èñ. 2.2. Èçìåíåíèå ïåðåêðåñòêà. Èçîáðàæåíû �ðàãìåíòû ïëîñêèõ äèàãðàìì

â âèäå äèñêîâ, îãðàíè÷åííûõ ïóíêòèðíûìè îêðóæíîñòÿìè. Âíå äèñêîâ äèà-

ãðàììû èäåíòè÷íû. Íèêàêèå äðóãèå ðåáðà ïëîñêèõ äèàãðàìì, êðîìå èçîáðà-

æåííûõ, íå ïåðåñåêàþò äèñêè. Òî æå ñàìîå äëÿ ðèñóíêîâ 3.3, 4.2, 8.1.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ïëîñêèõ äèàãðàìì D+ è D−, îòëè÷àþ-

ùèõñÿ èçìåíåíèåì ïåðåêðåñòêà, îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì ðàçíûõ êîìïîíåíò, èìååì

lk 2D+ − lk 2D− = 1 ∈ Z2.

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïåðåñòàíîâêà êîìïîíåíò ñîõðàíÿåò êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ïî ìîäóëþ

2.

Â äîêàçàòåëüñòâå (è äàëåå) âû ìîæåòå èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ ëåììó

î ÷åòíîñòè: ëþáûå äâå çàìêíóòûå ëîìàíûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ

â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê. Îáñóæäåíèå è äîêàçàòåëüñòâî ñì. â �1.3 ¾×èñëî ïåðåñå÷åíèé äëÿ

ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè¿ [Sk18, Sk℄.

Îáðàòíàÿ ê ëîìàíîé l = L1L2 . . . Lm � ýòî ëîìàíàÿ l := LmLm−1 . . . L1. Êîíêàòåíàöèÿ

ëîìàíûõ l = L1 . . . Lm è p = LmP2 . . . Pn � ýòî ëîìàíàÿ lp := L1 . . . LmP2 . . . Pn.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü l1, l2, l3 � ëîìàíûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó A ñ òî÷êîé B, è íå ïåðåñåêàþ-

ùèå ëîìàíóþ p. Òîãäà

lk 2(l1l2, p) + lk 2(l2l3, p) = lk 2(l1l3, p).

3. Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ

Âû çíàåòå, ÷òî òàêîå îðèåíòèðîâàííàÿ ëîìàíàÿ, çíà÷èò, âû çíàåòå, ÷òî òàêîå îðèåíòèðî-

âàííîå çàöåïëåíèå (ðèñóíîê 3.1) è ÷òî òàêîå îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà.

�èñ. 3.1. Äâà òðèëèñòíèêà ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè îðèåíòàöèÿìè

�èñ. 3.2. Çíàê ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ

Ïóñòü (
−→
AB,

−−→
CD) � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ âåêòîðîâ (îðèåíòèðîâàííûõ îò-

ðåçêîâ) íà ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèì çíàê ïàðû êàê +1, åñëè ABC îðèåíòèðîâàí ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, è −1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ðèñóíîê 3.2).
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Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ lk äâóõêîìïîíåíòíîé îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîé äèàãðàììû

� ýòî ñóììà çíàêîâ âî âñåõ òåõ ïåðåêðåñòêàõ, ãäå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðîõîäèò íàä âòîðîé.

Çäåñü â êàæäîì ïåðåêðåñòêå ïåðâûé (âòîðîé) âåêòîð � ýòî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ïåðâîé

(âòîðîé) êîìïîíåíòû.

Çàäà÷à 3.1. (a,b,
) Äëÿ âûáðàííûõ âàìè ïîðÿäêà è îðèåíòàöèè êîìïîíåíò íàéäèòå êî-

ý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ ïëîñêèõ äèàãðàìì íà ðèñóíêå 1.1, äâóõêîìïîíåíòíûõ ïîääèàãðàìì

êîëåö Áîððîìåî íà ðèñóíêå 2.1.b, è êàæäîé ïàðû öèêëîâ äëèíû 3 íà ðèñóíêå 4.1, ñïðàâà.

(d) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ äâóõêîìïîíåíòíàÿ ïëîñêàÿ äèà-

ãðàììà, êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ êîòîðîé ðàâåí n.
(e) Äëÿ ëþáîé òðîéêè öåëûõ ÷èñåë k, l,m ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ òðåõêîìïîíåíòíàÿ

ïëîñêàÿ äèàãðàììà, ïîïàðíûå êîý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîòîðîé ðàâíû k, l,m.

�èñ. 3.3. Îðèåíòèðîâàííîå èçìåíåíèå ïåðåêðåñòêà

Óòâåðæäåíèå 3.2. Äëÿ ëþáûõ îðèåíòèðîâàííûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ïëîñêèõ äèàãðàìì D+

è D− (ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà íà ðèñóíêå 3.3), îòëè÷àþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûì èçìå-

íåíèåì ïåðåêðåñòêà, îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì ðàçíûõ êîìïîíåíò, èìååì

lkD+ − lkD− = 1.

Óòâåðæäåíèå 3.3. (a) Èçìåíåíèå îðèåíòàöèè ëþáîé èç êîìïîíåíò ìåíÿåò çíàê êîý��èöè-

åíòà çàöåïëåíèÿ.

(b) Ïåðåñòàíîâêà êîìïîíåíò ñîõðàíÿåò êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ.

Äëÿ ï. (b) ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.4. Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ðàâåí (n12 − n21)/2, ãäå
• n12 � ñóììà çíàêîâ â òåõ ïåðåêðåñòêàõ, â êîòîðûõ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðîõîäèò íàä

âòîðîé, è

• n21 � ñóììà çíàêîâ â òåõ ïåðåêðåñòêàõ, â êîòîðûõ âòîðàÿ êîìïîíåíòà ïðîõîäèò íàä

ïåðâîé.

Â äîêàçàòåëüñòâå (è äàëåå) âû ìîæåòå èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ ëåììó

î òðèâèàëüíîñòè: äëÿ ëþáûõ äâóõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ ëîìàíûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ

íà ïëîñêîñòè ñóììà çíàêîâ èõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà íóëþ. Îáñóæäåíèå è äîêàçàòåëüñòâî

ñì. â �1.3 ¾×èñëî ïåðåñå÷åíèé äëÿ ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè¿ [Sk18℄, [Sk℄.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü l1, l2, l3 � ëîìàíûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó A ñ òî÷êîé B, è íå ïåðåñåêàþ-

ùèå çàìêíóòóþ ëîìàíóþ p. Òîãäà

lk(l1l2, p) + lk(l2l3, p) = lk(l1l3, p).

4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î íàáîðàõ êîý��èöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ

Âëîæåíèå K → R
3
ãðà�à K â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R

3
� ýòî èçîáðàæåíèå áåç ñàìîïå-

ðåñå÷åíèé ãðà�à K (ðèñóíîê 4.1). Ìû ðàññìàòðèâàåì òàêèå âëîæåíèÿ ãðà�îâ, äëÿ êîòîðûõ

ðåáðà èçîáðàæàþòñÿ ëîìàíûìè. Ïðîñòîå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå òàêèõ âëîæåíèé äàíî â [AKS,
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Remark 8.4℄. Íî âàì íå íóæíî çíàòü åãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîñêîëüêó âñå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû â òåðìèíàõ ïëîñêèõ äèàãðàìì, ñì. çàìå÷àíèå 4.2.

K

5

K

3;3

1

2

3

4

5

6

�èñ. 4.1. Âëîæåíèÿ ãðà�îâ â R
3

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

• [n] ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n};
• Kn ïîëíûé ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí [n];
• Km,n ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðà� ñ äîëÿìè [m] è [n]′ (ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A′

êîïèþ A).

Òåîðåìà 4.1 (Êîíâåé��îðäîí�Çàêñ). Äëÿ ëþáîãî âëîæåíèÿ K6 → R
3
ñóììà êîý��èöèåí-

òîâ çàöåïëåíèÿ ïî âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì ïàðàì íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 â K6

íå÷åòíà.

Ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äàííîãî ïðîåêòà, íî ëèøü ñëóæèò ìîòèâàöèåé äëÿ

òåîðåì 4.3, 4.7, óòâåðæäåíèÿ 4.4 è ãèïîòåçû 4.5.

Èç ýòîãî è ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ äëÿ ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ïðîåêòà ïðåäíàçíà÷åíû òîëüêî

òåîðåìû 4.3, 4.7, 5.2, óòâåðæäåíèå 4.4 è çàäà÷à 5.1. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü íå

î÷åíü ïðîñòûìè áåç ïîäñêàçîê, äàííûõ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

Çàìå÷àíèå 4.2 (ïåðå�îðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ ïëîñêèõ äèàãðàìì). Ïëîñêàÿ äèàãðàììà

âëîæåíèÿ ãðà�à â R
3
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïëîñêîé äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ (èñïîëüçóÿ

ïîíÿòèå èçîáðàæåíèÿ ãðà�à íà ïëîñêîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî â [AKS, �8℄).

Ïëîñêàÿ äèàãðàììà ãðà�à (àáñòðàêòíàÿ) îïðåäåëåíà â [AKS, �8℄ àíàëîãè÷íî (àáñòðàêòíîé)

ïëîñêîé äèàãðàììå (îïðåäåëåííîé â �1). Òåîðåìà 4.1 ïåðå�îðìóëèðóåòñÿ òàê: äëÿ ëþáîé

ïëîñêîé äèàãðàììû ãðà�à K6 ñóììà êîý��èöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ïî âñåì íåóïîðÿäî÷åííûì

ïàðàì íåïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ â K6 íå÷åòíà. Àíàëîãè÷íî ïåðå�îðìóëèðóþòñÿ âñå

òå ðåçóëüòàòû ýòîãî òåêñòà, êîòîðûå ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ âëîæåíèé ãðà�îâ â R
3
.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ ëþáîãî ãðà�à K ñóùåñòâóåò âëîæåíèå K → R
3
òàêîå, ÷òî êîý��èöèåíò

çàöåïëåíèÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 äåëèòñÿ íà 3.

Ýòî áûëî äîêàçàíî �. Íèêêóíè â 2026 ãîäó. Äëÿ ãðà�îâ ñ ìåíåå ÷åì 6 âåðøèíàìè òåî-

ðåìà 4.3, óòâåðæäåíèå 4.4 è ãèïîòåçà 4.5 íå ÿâëÿþòñÿ ñîäåðæàòåëüíûìè. Â òåîðåìå 4.3 (è,

ïðåäïîëîæèòåëüíî, â ãèïîòåçå 4.9) mod 3 ìîæíî çàìåíèòü íà mod m äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî

öåëîãî m. Íî íå íà mod 2 (ââèäó òåîðåìû 4.1).

Óòâåðæäåíèå 4.4. Òî æå, ÷òî è â òåîðåìå 4.3, ñ çàìåíîé ¾äåëèòñÿ íà 3¿ íà ¾íå ðàâíî íóëþ¿.

�èïîòåçà 4.5. Äëÿ ëþáîãî ãðà�à K ñóùåñòâóåò âëîæåíèå K → R
3
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

òðåõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü èõ ïîïàðíûõ

êîý��èöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ðàâåí 1.

Àíàëîã áåç `äëèíû 3' íåâåðåí ââèäó òåîðåìû Íåãàìè [Ne91, PS05℄ (è ââèäó [FD05, Theorem

3.1℄, äàþùåé êîíêðåòíóþ êîíñòàíòó äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû Íåãà-

ìè).
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Çàäà÷à 4.6. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ñóùåñòâóåò âëîæåíèå K6 → R
3
òàêîå, ÷òî êîý��èöèåíò

çàöåïëåíèÿ

• îäíîé (íåóïîðÿäî÷åííîé) ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 ðàâåí 2k + 1, à
• ëþáîé äðóãîé ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 ðàâåí íóëþ.

Ýòîò ýëåìåíòàðíûé ðåçóëüòàò ïîÿâèëñÿ â íåäàâíèõ èññëåäîâàíèÿõ [KS20, Proposition 1.2℄

è [AT21, êîíåö �2.2℄, õîòÿ ìîã áûòü èçâåñòåí è ðàíåå.

Òåîðåìà 4.7. Âîçüìåì ëþáûå 10 öåëûõ ÷èñåë n123,456, n124,356, . . ., ñîîòâåòñòâóþùèõ 10
íåóïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà [6] íà äâà 3-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà. Åñëè

ñóììà ýòèõ ÷èñåë íå÷åòíà, òî ñóùåñòâóåò âëîæåíèå K6 → R
3
òàêîå, ÷òî êîý��èöèåíò

çàöåïëåíèÿ êàæäîé ïàðû {ijk, pqr} íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 ðàâåí nijk,pqr. Çäåñü

ìû ñ÷èòàåì, ÷òî i < j < k è p < q < r, è áåðåì îðèåíòàöèè (ijk) è (pqr) íà öèêëàõ.

Ýòî äîêàçàíî â [Mi℄; ýòî ñëåäóåò èç ëåìì 6.4 è 6.5 íèæå, ñð. ñ òåîðåìîé 6.1.

Çàäà÷à 4.8 (íåðåøåííàÿ). Äëÿ êàæäîãî n íàéäèòå âñå óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû öåëûõ ÷èñåë,

ðåàëèçóåìûå â êà÷åñòâå íàáîðîâ êîý��èöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ âëîæåíèÿ Kn → R
3
.

Îáùèå ïîäñêàçêè. Îïèñûâàéòå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ìîäè�èêàöèé

ïðîñòûõ êîíñòðóêöèé! Áîëüøèíñòâî ïðåäñòàâëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñâîäÿòñÿ ê ïðî-

ñòûì àëãåáðàè÷åñêèì çàäà÷àì.

Ïîäñêàçêà ê òåîðåìå 4.3: èñïîëüçóéòå ðèñóíîê 4.2 è ëåììó 3.4.

�èñ. 4.2. Óòðîåíèå ïåðåêðåñòêà

Îáîáùåíèå òåîðåìû 4.1 Êîíâåÿ��îðäîíà�Çàêñà íà ìíîãîêðàòíóþ çàöåïëåííîñòü.

Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ýòîãî ïðîåêòà, íî ñëóæèò ìîòèâàöèåé äëÿ òåî-

ðåìû 4.3.

�èïîòåçà 4.9. Ïóñòü K11 → R
3
� âëîæåíèå òàêîå, ÷òî êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ëþáûõ

äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 äåëèòñÿ íà 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò ¾áîððîìååâà ïî

ìîäóëþ 3¿ òðîéêà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ äëèíû 3 â K11, ò.å. òðîéêà, ó êîòîðîé

òðîéíîé êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ïî ìîäóëþ 3 íå ðàâåí íóëþ.

Çàìå÷àíèå. Ïî ïîâîäó êîëåö Áîððîìåî, ñì. ðèñóíîê 2.1.b è, íàïðèìåð, [Zi10, Sk24℄, [Sk, �4℄

âìåñòå ñ ïðèâåäåííûìè òàì ññûëêàìè. Öåëî÷èñëåííûé òðîéíîé êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ

(Ìèëíîðà) îïðåäåëåí äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî òðåõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ, âñå ïîïàðíûå

êîý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîòîðîãî ðàâíû íóëþ, ñì., íàïðèìåð, [MM01, �2, Theorem (3)℄,

[Sk24℄, [Sk, �4.9℄. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðîéíîé êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ïî ìîäóëþ m
äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî òðåõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ, âñå ïîïàðíûå êîý��èöèåíòû çàöåïëå-

íèÿ êîòîðîãî äåëÿòñÿ íà m. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîäåðæàòåëüíîñòè ãèïîòåçû 4.9 íåîáõîäèìà

òåîðåìà 4.3. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.4 è ãèïîòåçå 4.5, â ãèïîòåçå 4.9 íåëüçÿ îïóñòèòü ïðåä-

ïîëîæåíèå î ¾ïîïàðíîé òðèâèàëüíîñòè ïî ìîäóëþ 3¿, äàæå åñëè â çàêëþ÷åíèè çàìåíèòü ¾ïî
ìîäóëþ 3¿ íà ¾ïî ìîäóëþ m äëÿ íåêîòîðîãî m > 1¿.
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Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ëþáîãî âëîæåíèÿ Kn → R
3
â ãðà�å Kn ñóùåñòâóþò òðè

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëà (íå îáÿçàòåëüíî äëèíû 3), îáðàçû êîòîðûõ îáðàçóþò çà-

öåïëåíèå, èçîòîïíîå êîëüöàì Áîððîìåî. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Íåãàìè [Ne91, PS05℄. Îäíàêî

àíàëîã ãèïîòåçû 4.9 ñ çàìåíîé K11 íà Kn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íåòðèâèàëåí.

Ïî ïîâîäó äðóãèõ, íî áëèçêèõ ïðîáëåì î íåîòúåìëåìîé n-çàöåïëåííîñòè ñì., íàïðèìåð,

îáçîð [Na20℄ è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè.

Ïðåäïîëàãàåìîå äîêàçàòåëüñòâî è êîíòðïðèìåð äëÿ K10 âìåñòî K11 ïðèâåäåíû â [AS℄.

Ïîäðîáíåå ñì. [AKS, end of �4℄.

5. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îá èçîòîïíîñòè è ãîìîëîãè÷íîñòè

Ïîä èçîòîïèåé çàöåïëåíèÿ ìû ïîíèìàåì åãî íåïðåðûâíóþ äå�îðìàöèþ â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå êàê íàáîðà òîíêèõ óïðóãèõ íèòåé; íà ïðîòÿæåíèè âñåé äå�îðìàöèè íå äî-

ïóñêàþòñÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (íè îäíîé íèòè ñ ñîáîé, íè ðàçíûõ íèòåé). Ñì. ðèñóíîê 5.1 è

ñâåäåíèå ê ïëîñêèì äèàãðàììàì â �8.

�èñ. 5.1. Óçëû, èçîòîïíûå òðèëèñòíèêó

Çàäà÷à 5.1. Ïîæàëóéñòà, äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå (ïîñêîëüêó

ó âàñ íåò ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ èçîòîïèè).

(a) Âñå óçëû (ïðåäñòàâëåííûå ñâîèìè ïëîñêèìè äèàãðàììàìè) íà ðèñóíêå 5.1 èçîòîïíû

äðóã äðóãó.

(b) Çàöåïëåíèå Óàéòõåäà (ðèñóíîê 2.1.w) èçîòîïíî çàöåïëåíèþ ñ ðèñóíêà 1.1.d.

(
) Äâå ïëîñêèå äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ ïîëó÷åíû ïðîåêöèÿìè íà ðàçíûå ïëîñêîñòè. Òîãäà

ýòè äèàãðàììû ïîëó÷åíû ïðîåêöèÿìè íà îäíó ïëîñêîñòü èç äâóõ (ðàçëè÷íûõ, íî) èçîòîïíûõ

çàöåïëåíèé.

Ïîäñêàçêà ê (a). ¾Âåðîÿòíî, ëó÷øèé ñïîñîá ðåøèòü ýòó çàäà÷ó � ñäåëàòü ìîäåëü óçëà

òðèëèñòíèêà èç âåðåâêè èëè øíóðêà, à çàòåì ïåðåìåùàòü åå èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ â äðóãîå¿

[Pr95, �2℄.

Òåîðåìà 5.2. (a) Ñóùåñòâóþò íåèçîòîïíûå âëîæåíèÿ K5 → R
3
, ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà

ëþáîé ïðîñòîé öèêë â K5 èçîòîïíû.

(b) (êèðàëüíîñòü [Si86℄) Íèêàêîå âëîæåíèå K5 → R
3
íå èçîòîïíî ñâîåìó çåðêàëüíîìó

îáðàçó.

(a',b') Òî æå äëÿ K3,3 âìåñòî K5.

Âëîæåíèÿ èç ïï. (a,a') ðàçëè÷àþòñÿ öåëûìè ÷èñëîì Âó�Ñàéìîíà è äâóäîëüíûì ÷èñëîì

Âó�Ñàéìîíà, îïðåäåëåííûìè â [AKS, �9℄. Ïðè ïîìîùè ýòèõ æå èíâàðèàíòîâ äîêàçûâàþòñÿ

ïï. (b,b').

Çàìå÷àíèå 5.3 (âëîæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óçëîâ). Èçîòîïè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ óçëîâ

íàñòîëüêî ñëîæíà, ÷òî âðÿä ëè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà. Åñëè âëîæåíèÿ K → R
3
èçîòîïíû, òî

èõ ñóæåíèÿ íà ëþáîé ïðîñòîé öèêë â K èçîòîïíû. Òàêèì îáðàçîì, âðÿä ëè óäàñòñÿ ïîëó-

÷èòü èçîòîïè÷åñêóþ êëàññè�èêàöèþ âëîæåíèé ãðà�îâ â R
3
. Ïîýòîìó èíòåðåñíî îïðåäåëèòü

è êëàññè�èöèðîâàòü ¾âëîæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óçëîâ¿. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî �îðìàëèçà-

öèé ýòîé èäåè: ãîìîëîãè÷íîñòü (îïðåäåëåíà â [AKS, �10℄), ñèíãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ, ïî÷òè

èçîòîïèÿ, íåîáúåìëåìàÿ èçîòîïèÿ; ñì. îáçîð [Sk'℄.

Òåîðåìà 5.4. Äâà âëîæåíèÿ ãðà�à (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîãî) â ïðîñòðàíñòâî ãîìîëîãè÷íû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìîëîãè÷íû èõ ñóæåíèÿ íà ëþáîé ïîäãðà�, ãîìåîìîð�íûé
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K5, K3,3 èëè K3 ⊔ K3. Èëè, ýêâèâàëåíòíî, êîãäà âñå êîý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ, ÷èñëà Âó�

Ñàéìîíà è äâóäîëüíûå ÷èñëà Âó�Ñàéìîíà (ñóæåíèé îòîáðàæåíèé f, g) ðàâíû.

Ýòà òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äàííîãî ïðîåêòà. Îíà äîêàçàíà â [ST03℄ ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà Âó�Ñàéìîíà [Ta95℄ è âû÷èñëå-

íèÿ íåêîòîðîé ãðóïïû ãîìîëîãèé Hskew-sym

2 (K × K − diag;Z) [Ni00℄; ñì. ïîäðîáíåå â [AKS,

Remark 9.9℄.

Çàäà÷à 5.5 (íåðåøåííàÿ; ñð. ñ çàäà÷åé 4.8). * (a) Äëÿ êàæäîãî n íàéäèòå íàáîðû öåëûõ

÷èñåë, ðåàëèçóåìûå êàê íàáîðû êîý��èöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ è ÷èñåë Âó�Ñàéìîíà âëîæåíèé

Kn → R
3
. (íà÷íèòå ñ n = 6).

(b) Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ñ äîáàâëåíèåì äâóäîëüíûõ ÷èñåë Âó�Ñàéìîíà.

6. �åàëèçàöèÿ êîý��èöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ: ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.7

Ïåðå�îðìóëèðóåì òåîðåìó 4.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèå-

íèé ìíîæåñòâà [6] íà äâà 3-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà.Ôóíêöèÿ çàöåïëåííîñòè lf : X → Z

âëîæåíèÿ f : K6 → R
3
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ðàçáèåíèþ x = {{i, j, k}, {p, q, r}} ∈ X , ãäå

i < j < k è p < q < r, êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ f(ijk) è f(pqr). (Ìíîæåñòâî âñåõ �óíê-

öèé X → Z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè,

èíäåêñèðîâàííûõ ðàçáèåíèÿìè èç X .)

Òåîðåìà 6.1 (ñð. ñ òåîðåìîé 4.7). Äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ : X → Z ñ íå÷åòíîé ñóììîé

çíà÷åíèé ñóùåñòâóåò âëîæåíèå f ñ lf = ϕ.

Çàäà÷à 6.2. (a) Êàê ìåíÿåòñÿ lf ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âëîæåíèÿ f : K6 → R
3
, ïîêàçàííîì

íà ðèñóíêå 6.1?

(b) (çàãàäêà) Òîò æå âîïðîñ äëÿ âëîæåíèÿ f : Kn → R
3
.

�åøèâ çàäà÷ó 6.2.b, âû ìîæåòå äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 4.4.

i

j

p

q

i

j

p

q

�èñ. 6.1. Ïàëüöåâîå äâèæåíèå îäíîãî ðåáðà ÷åðåç äðóãîå

Èíòåðåñíîé ïàðîé íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (ij, pq) íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàí-

íûõ ðåáåð ãðà�à K6 òàêèõ, ÷òî i < j è p < q. Âîçüìåì èíòåðåñíóþ ïàðó (ij, pq). Âîçüìåì
a, b ∈ [6] òàêèå, ÷òî {i, j, p, q, a, b} = [6]. Îïðåäåëèì �óíêöèþ vij,pq : X → Z ïî �îðìóëå

1

vij,pq({i, j, a}, {p, q, b}) := sgn(a− i) sgn(a− j) sgn(b− p) sgn(b− q) ∈ {+1,−1},

vij,pq({i, j, b}, {p, q, a}) := sgn(b− i) sgn(b− j) sgn(a− p) sgn(a− q) ∈ {+1,−1},

è vij,pq(x) := 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ x ∈ X .

Íàïðèìåð, v15,23({2, 3, 5}, {1, 4, 6}) = 0, à

v15,23({2, 3, 6}, {1, 4, 5}) = v15,23({1, 5, 4}, {2, 3, 6}) = 1 · (−1) · 1 · 1 = −1.

1

Õîòÿ �îðìóëû èñïîëüçóþò âûáîð a è b èç {a, b}, îíè íå çàâèñÿò îò ýòîãî âûáîðà.
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Çàäà÷à 6.3. Êàê çàâèñèò �óíêöèÿ vij,pq îò ïåðåñòàíîâêè ðåáåð ij, pq?

Ëåììà 6.4. Äëÿ ëþáîãî âëîæåíèÿ f : K6 → R
3
è ëþáîé èíòåðåñíîé ïàðû (ij, pq) ñóùå-

ñòâóþò âëîæåíèÿ f+, f− : K6 → R
3
òàêèå, ÷òî lf± − lf = ±vij,pq.

Ôóíêöèÿ v : X → Z íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìîé, åñëè v ðàâíà íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè �óíêöèé vij,pq ïî âñåì èíòåðåñíûì ïàðàì (ij, pq).

Ëåììà 6.5 ([Mi℄). Ëþáàÿ �óíêöèÿ X → Z ñ ÷åòíîé ñóììîé çíà÷åíèé ðåàëèçóåìà.

Ëåììà ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 6.6.ab.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïðåäåëèì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

χx : X → Z ñëåäóþùèì îáðàçîì χx(y) =

{

1 åñëè x = y

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

.

Óòâåðæäåíèå 6.6. (a) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé èç X ëèáî ñóììà, ëèáî ðàçíîñòü èõ

èíäèêàòîðíûõ �óíêöèé ðåàëèçóåìà.

(b) Óäâîåííàÿ èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ èç X ðåàëèçóåìà.

Çàìå÷àíèå. Âîò äðóãîå, áîëåå êîíöåïòóàëüíîå îïðåäåëåíèå (íå èñïîëüçóåìîå â ýòîì ïðî-

åêòå). Èíòåðåñíîé ïàðîé íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (ij, pq) íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòè-

ðîâàííûõ ðåáåð ãðà�à K6. Âîçüìåì èíòåðåñíóþ ïàðó (ij, pq). Âîçüìåì a, b ∈ [6] òàêèå, ÷òî
{i, j, p, q, a, b} = [6]. Îïðåäåëèì �óíêöèþ vij,pq : X → Z ïî �îðìóëå

vij,pq({i, j, a}, {p, q, b}) := sgn(i, j, a) sgn(p, q, b), vij,pq({i, j, b}, {p, q, a}) := sgn(i, j, b) sgn(p, q, a),

è vij,pq(x) := 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ x ∈ X . Çäåñü çíàê âåêòîðà èç 3 öåëûõ ÷èñåë ðàâåí

sgn(k, l,m) := sgn(k − l) sgn(l −m) sgn(m− k) ∈ {+1,−1}.

Ýòî çíàê ïåðåñòàíîâêè, óïîðÿäî÷èâàþùåé k, l,m ïî âîçðàñòàíèþ.

Íàïðèìåð, v15,23({2, 3, 5}, {1, 4, 6}) = 0, à

v15,23({2, 3, 6}, {1, 4, 5}) = v15,23({1, 4, 5}, {2, 3, 6}) = sgn(1, 5, 4) sgn(2, 3, 6) = (−1) · 1 = −1.

7. Íåêîòîðûå îòâåòû, ïîäñêàçêè è ðåøåíèÿ

1.1. Ñì. ðèñóíîê 7.1. Íà âåðõíåì ðåáðå êàæäîãî ïåðåêðåñòêà ïëîñêîé äèàãðàììû âûáå-

ðåì äâå áëèçêèå òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïåðåêðåñòêà. Çàìåíèì îòðåçîê ëîìàíîé ìåæäó

äâóìÿ âûáðàííûìè òî÷êàìè íà ¾ìîñòèê¿, ïîäíèìàþùèéñÿ íàä ïëîñêîñòüþ äèàãðàììû è ñî-

åäèíÿþùèé ýòè äâå òî÷êè. Çàìåíèì ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîñòèêàìè îòðåçêè ëîìàíûõ âî âñåõ

ïåðåêðåñòêàõ. Ïîëó÷èì óçåë, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòðåçêîâ äàííîé

ïëîñêîé äèàãðàììû.

�èñ. 7.1. Ìîñòèê íàä ïåðåêðåñòêîì

2.1. Îòâåòû: (a) 1 äëÿ çàöåïëåíèÿ Õîï�à è 0 äëÿ îñòàëüíûõ çàöåïëåíèé; (b) 0;

(
) 1 äëÿ ïàðû öèêëîâ (123) è (456); 0 äëÿ îñòàëüíûõ ïàð.

2.3. Âîçüìåì ïëîñêóþ äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ. Ïî ëåììå î ÷åòíîñòè (ñ�îðìóëèðîâàííîé

ïîñëå óòâåðæäåíèÿ 2.3) ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ, â êîòîðûõ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðîõîäèò íàä

âòîðîé, èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ, ãäå âòîðàÿ êîìïîíåíòà ïðîõîäèò

íàä ïåðâîé. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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3.1. Îòâåòû: (a) 1; 0; 2; 0 (çíàêè ìîãóò çàìåíÿòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå â çàâèñèìî-

ñòè îò âûáðàííîé îðèåíòàöèè);

(b) 0; (
) +1 äëÿ ïàðû öèêëîâ (123) è (456); 0 äëÿ îñòàëüíûõ ïàð.

3.3. (a) Èçìåíåíèå îðèåíòàöèè ëþáîé èç êîìïîíåíò ìåíÿåò çíàê â êàæäîì ïåðåêðåñòêå íà

ïðîòèâîïîëîæíûé.

(b) Ïåðåñòàíîâêà êîìïîíåíò ìåíÿåò çíàê â êàæäîì ïåðåêðåñòêå íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Òàêèì îáðàçîì, ï. (b) ñëåäóåò èç ëåììû 3.4.

3.4. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïî ëåììå î òðèâèàëüíîñòè (ñ�îðìóëèðîâàííîé ïîñëå ëåììû)

n12 + n21 = 0.

4.3. Ñëåäóåì òåêñòó �. Íèêêóíè, ñ åãî ëþáåçíîãî ðàçðåøåíèÿ.

Çàìåíèì êàæäûé ïåðåêðåñòîê òðåìÿ ïåðåêðåñòêàìè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4.2. Âîçüìåì

ëþáûå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëà äëèíû 3 â ãðà�å. Òîãäà îïðåäåëåí

çíàê êàæäîãî ïåðåêðåñòêà ýòèõ öèêëîâ, è â èñõîäíîé, è â íîâîé äèàãðàììå. Äëÿ êàæäîãî èç

ïåðåêðåñòêîâ èñõîäíîé äèàãðàììû ðåáðî, ïðîõîäèâøåå ñâåðõó, ïîñëå çàìåíû ïðîõîäèò ñâåð-

õó â äâóõ èç íîâûõ ïåðåêðåñòêîâ è ñíèçó â îñòàâøåìñÿ íîâîì ïåðåêðåñòêå. Çíàê êàæäîãî èç

ýòèõ äâóõ íîâûõ ïåðåêðåñòêîâ ñîâïàäàåò ñî çíàêîì èñõîäíîãî ïåðåêðåñòêà. Çíàê îñòàâøåãîñÿ

íîâîãî ïåðåêðåñòêà ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó èñõîäíîãî ïåðåêðåñòêà. Èñïîëüçóåì äëÿ èñõîäíîé

äèàãðàììû îáîçíà÷åíèÿ n12 è n21 èç ëåììû 3.4, à äëÿ íîâîé äèàãðàììû àíàëîãè÷íî îïðåäå-

ëèì n′

12 è n′

21. Äëÿ êàæäîãî èñõîäíîãî ïåðåêðåñòêà, âíîñèâøåãî âêëàä ±1 â ñóììó n12 − n21,

ñîîòâåòñòâóþùèå òðè íîâûõ ïåðåêðåñòêà âíîñÿò âêëàä ±(1−(−1)+1) = ±3 â ñóììó n′

12−n′

21.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ ñóììà n′

12 − n′

21 äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, ïî
ëåììå 3.4 ïîëó÷åííàÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìîé.

4.4. Óêàçàíèå. Âûáåðåì ïàðó öèêëîâ ñ íóëåâûì êîý��èöèåíòîì çàöåïëåíèÿ. Ìîäè�è-

öèðóåì ïëîñêóþ äèàãðàììó òàê, ÷òîáû êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ â ýòîé ïàðå öèêëîâ ñòàë

íåíóëåâûì, à íîâûõ ïàð ñ íóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ íå ïîÿâèëîñü. Äëÿ ýòîãî

ìíîãîêðàòíî ïðèìåíèì ëåììó 6.4. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ íóæíîé è íåêîòîðûõ

äðóãèõ ïàð öèêëîâ èçìåíÿòñÿ íà ±N äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïåðåä çàäàííîãî öåëîãî N .

4.6. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 6.4, óòâåðæäåíèÿ 6.6.a è ðåçóëüòàòà çàäà÷è 3.1.
.

�èñ. 7.2. Èçîòîïèÿ òðèëèñòíèêà

5.1. (a) Âûïîëíèòü íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òðèëèñòíèêà ïîìîæåò ðèñóíîê 7.2 (âûïîë-

íåííûé Ä. Êðîî).

6.2. (a) Ñì. ëåììó 6.4.

6.3. Íå èçìåíÿåòñÿ.

6.4. Ïðèâåäåì óïðîùåííîå èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà èç [KS20℄.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå äëÿ âëîæåíèÿ f−. Íå�îðìàëüíî, ìû ïîëó÷àåì f−, îáîðà÷èâàÿ ðåáðî

f(ij) íà −1 îáîðîò âîêðóã ðåáðà f(pq), êàê íà ðèñóíêå 6.1. Ïðèâåäåì ñòðîãóþ êîíñòðóêöèþ.
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Íà ðåáðå ij âûáåðåì áëèçêèå òî÷êè I è J , ìåæäó êîòîðûìè íåò ïåðåêðåñòêîâ, òàê ÷òîáû

îðèåíòàöèÿ îòðåçêà IJ ñîâïàäàëà ñ îðèåíòàöèåé ðåáðà ij. Íà ðåáðå pq àíàëîãè÷íî âûáå-

ðåì òî÷êè P è Q, òàê, ÷òîáû îðèåíòàöèÿ îòðåçêà PQ ñîâïàäàëà ñ îðèåíòàöèåé ðåáðà pq. Ïðè
ïîìîùè ïàëüöåâîãî äâèæåíèÿ çàìåíèì îòðåçîê IJ èñõîäíîé äèàãðàììû (ò.å. äèàãðàììû âëî-

æåíèÿ f) íà íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ îðèåíòèðîâàííóþ ëîìàíóþ l1 îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òàê,

÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êè P è Q, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.1. Â ÷àñòíîñòè, â ïåðå-

êðåñòêå P ëîìàíàÿ l1 ïðîõîäèò ñâåðõó, à â ïåðåêðåñòêå Q è âî âñåõ îñòàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ

� ñíèçó.

�àññìîòðèì â èñõîäíîé äèàãðàììå ëþáûå äâà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëà x è y äëèíû 3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x− è y− ñîîòâåòñòâóþùèå èì öèêëû â ïîëó÷åííîé äèàãðàììå (ò.å. äèà-

ãðàììå âëîæåíèÿ f−). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�à K6 íà äâà

òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà, â êîòîðîì îäíî èç ïîäìíîæåñòâ ñîñòîèò èç âåðøèí öèêëà x.
Âåçäå äàëåå ïîñëå ââåäåíèÿ îðèåíòàöèè íà öèêëàõ x è y áóäåì áðàòü ñîãëàñîâàííûå ñ íèìè

îðèåíòàöèè íà öèêëàõ x− è y−.
Åñëè ðåáðî ij íå âõîäèò íè â îäèí èç öèêëîâ x è y, òî ïðè ëþáîé îðèåíòàöèè íà ýòèõ

öèêëàõ âûïîëíÿåòñÿ

lk(x−, y−) = lk(x, y).

Îòñþäà lf−(x)− lf(x) = 0.
Åñëè ðåáðî ij âõîäèò â îäèí èç öèêëîâ x è y, òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè îíî âõîäèò â öèêë

x. Âîçüìåì íà öèêëå x îðèåíòàöèþ òàêóþ æå, êàê ó ðåáðà ij. Áóäåì ñ÷èòàòü öèêë x ïåðâûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 îðèåíòèðîâàííóþ ëîìàíóþ, ÿâëÿþùóþñÿ äîïîëíåíèåì äî îðèåíòèðîâàí-

íîãî îòðåçêà IJ â öèêëå x.
Òîãäà åñëè öèêë y íå ñîäåðæèò ðåáðî pq, òî ïðè ëþáîì âûáîðå îðèåíòàöèè íà íåì, ïî

ëåììå 3.5 âûïîëíÿåòñÿ

lk(x−, y−) = lk(l1l2, y) = lk(l1JI, y) + lk(IJl2, y) = 0 + lk(x, y).

Îòñþäà lf−(x)− lf(x) = 0.
Åñëè æå öèêë y ñîäåðæèò ðåáðî pq, òî îáîçíà÷èì âåðøèíû öèêëîâ x è y òàê, ÷òî x = ija, y =

pqb. Âîçüìåì íà öèêëå y îðèåíòàöèþ òàêóþ æå, êàê ó ðåáðà pq. Òîãäà çíàê ïåðåêðåñòêà â

òî÷êå P ðàâåí −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.5 âûïîëíÿåòñÿ

lk(x−, y−) = lk(l1l2, y) = lk(l1JI, y) + lk(IJl2, y) = −1 + lk(x, y).

Îòñþäà lf−(x)− lf(x) = − sgn(a− i) sgn(a− j) sgn(b− p) sgn(b− q).
Èç âñåãî âûøåíàïèñàííîãî âûòåêàåò �îðìóëà lf− − lf = −vij,pq.
Êîíñòðóêöèÿ âëîæåíèÿ f+ ïîëó÷àåòñÿ èç âûøåïðèâåäåííîé êîíñòðóêöèè èçìåíåíèåì ïå-

ðåêðåñòêîâ â òî÷êàõ P è Q (ïðîõîä ìåíÿåòñÿ íà ïåðåõîä è íàîáîðîò).

6.6. Ñëåäóåì [Mi℄.

(a) Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé x, y ∈ X íàéäóòñÿ α ∈ x, β ∈ y òàêèå, ÷òî |α ∩ β| =
2. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåðåñíàÿ ïàðà (ij, pq) òàêàÿ, ÷òî {i, j} = α ∩ β è {p, q} = α ∩ β.

Ñëåäîâàòåëüíî, vij,pq(z) =

{

±1 åñëè z = x èëè z = y

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

. Çíà÷èò, ±vij,pq = χx ± χy.

(b) Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå x ∈ X , è îáîçíà÷èì s := {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}} ∈ X . Ïî ï. (a),

χx ± χs ðåàëèçóåìà, ñëåäîâàòåëüíî, 2χx ± 2χs ðåàëèçóåìà. Òîãäà 2χs = v12,45 + v16,34 + v23,56,
çíà÷èò, 2χs ðåàëèçóåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, (2χx ± 2χs)∓ 2χs = 2χx òàêæå ðåàëèçóåìà.

(Ïî-èíîìó, äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ìíîæåñòâà [6] èìååì ±2χσ(s) = vσ(12,45) + vσ(16,34) +
vσ(23,56), ãäå ìû ðàñøèðÿåì îïðåäåëåíèå vij,kl ñ ïîìîùüþ çàìå÷àíèÿ ïîñëå óòâåðæäåíèÿ 6.6.)

8. Èçîòîïíîñòü íà ÿçûêå ïëîñêèõ äèàãðàìì

Âìåñòî çàöåïëåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè â ýòîì òåêñòå ìû èçó÷àåì ïëîñêèå äèàãðàì-

ìû ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîé äâèæåíèÿìè �àéäåìàéñòåðà (ðèñó-

íîê 8.1) è ïëîñêîé èçîòîïèåé. Ïîä ïëîñêîé èçîòîïèåé ïëîñêîé äèàãðàììû ìû ïîíèìàåì åå
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íåïðåðûâíóþ äå�îðìàöèþ íà ïëîñêîñòè áåç ïîÿâëåíèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ýòî ìîòèâèðóåòñÿ

ñëåäóþùåé òåîðåìîé (êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äàííîãî ïðîåêòà).

�èñ. 8.1. Äâèæåíèÿ �àéäåìàéñòåðà

Òåîðåìà 8.1 (�àéäåìàéñòåð; [PS96, �1.7℄). Äâà çàöåïëåíèÿ èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íåêîòîðàÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ïåðâîãî çàöåïëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç íåêîòî-

ðîé ïëîñêîé äèàãðàììû âòîðîãî çàöåïëåíèÿ ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé �àéäåìàéñòåðà è ïëîñêîé

èçîòîïèè.

Çàäà÷à 8.2. Äëÿ ïåðâîé ïàðû óçëîâ íà ðèñóíêå 5.1 ðàçëîæèòå âàøó èçîòîïèþ ìåæäó

íèìè íà äâèæåíèÿ �àéäåìàéñòåðà, ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå 8.1, è ïëîñêóþ èçîòîïèþ.

Ëåììà 8.3. (a) Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ïî ìîäóëþ 2

(b) Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèÿõ �àéäåìàéñòåðà.

Ýòà ëåììà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ �àéäåìàéñòåðà. Äëÿ ï. (b)

ïðîâåðüòå, ÷òî çíàêè âñåõ ïåðåêðåñòêîâ íå ìåíÿþòñÿ.

Ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [Sk20u, ��1-3℄.

�èñ. 8.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ �àéäåìàéñòåðà äëÿ ïëîñêèõ äèàãðàìì ãðà�îâ

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 8.1, äâà âëîæåíèÿ ãðà�à â R
3
èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íåêîòîðàÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà ïåðâîãî âëîæåíèÿ (ñì. çàìå÷àíèå 4.2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
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èç íåêîòîðîé ïëîñêîé äèàãðàììû âòîðîãî âëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ äâèæåíèé �àéäåìàéñòåðà

äëÿ ïëîñêèõ äèàãðàìì ãðà�îâ (ðèñóíîê 8.2) è ïëîñêîé èçîòîïèè. Ïîíÿòèå ïëîñêîé äèàãðàì-

ìû ãðà�à îïðåäåëåíî â [AKS, �8℄.
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À. Çàñëàâñêîãî, À. Ñêîïåíêîâà è Ì. Ñêîïåíêîâà. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2018. Îáíîâëÿåìàÿ âåðñèÿ ÷àñòè

êíèãè: http://www.m

me.ru/
ir
les/oim/materials/sturm.pdf.

[ZS25℄ À.À. Çàñëàâñêèé è À.Á. Ñêîïåíêîâ, Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è è Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-

�åðåíöèÿ øêîëüíèêîâ, arXiv:2512.22191.

Â ýòîì ñïèñêå çâåçäî÷êàìè îòìå÷åíû êíèãè, îáçîðû è ïîïóëÿðíûå ñòàòüè.

https://www.maths.ed.ac.uk/~v1ranick/papers/ricca.pdf
http://www.mccme.ru/circles/oim/algor.pdf
https://old.mccme.ru//circles//oim/knogramodkno.pdf
http://www.rade-zivaljevic.appspot.com/borromean.html
http://www.mccme.ru/circles/oim/materials/sturm.pdf
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