
بازیها روی گرافهای در حال تغییر
راهحلها و بخشهای باز

پنج بخش ستارهدار عمداً بدون راهحل ماندهاند

. ده اس�ت �یم سش �ظ �ظ �یوس�ت اآ�ظ �ت ه و دو �پ ا� ۲۱ �پرو�ش هٔ مع�ی ا�یهٔ �ظس�ظ ر �پ �ب
کل د و سش دها�ظ طراحی سش ا�ظ ا TikZ �ب مودا�ها �ب د. �ظ موعها�ظ �ی�ظ هم�ی�ظ م�ب �یسش های �پ �ش ه �ب�ظ �تط �ب اعها �ظ د و ا�حب دها�ظ ا�ت سش �ب �ظ ا�ش �ته د� م�ت هکا���ظ همهٔ لمهای �ب

. ا�سی اس�ت رظ کاملاً �ظ �ی رد د� مسٔ�لهٔ �۶ب �ظ هکگام �اه�ب کگام�ب
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راهنمای خواندن این مجموعه

�ظ دل�یل ه هم�ی ود. �ب س�ته میسش رحب رظ �ب �ی ، �ظ ا��ظ �ت �ظ �یا �ت او�دا، و�ظ ی، �ظ سا�ظ و�ج رد �ظ د �اه�ب �ظ ی، ما�ظ ا�ظ ؛ ا�یدهٔ �ب �یس�ت �تط د�س�تی �پاس�ظ مهم �ظ ا �ظ �ب د� ا�ی�ظ
ام میده�یم. �ب عدی �ا ا�ظ را حرک�ت �ب ود حپ �ی� داده میسش ه �تو�ظ داکگا�ظ وا� حب �تاط دسش د و د� �ظ دها�ظ کس�ته سش اه سش ه لمهای کو�ت د �ب ل�ظ های �ب ا�ت �ب ا�ش

دو�ظ ها �ب �ش هٔ �ب�ظ �ی �ت . �ب ده اس�ت طظ سش ها ح�ظ د؛ �و��ت کامل اآ�ظ ا�هدا� و عمداً �بی�اهحلا�ظ ، �۱۴ج و مسٔ�لهٔ ۲۷ س�ت ، �۱۱، �۱۳ت های �۱۱چ �ش �ب�ظ
د. دها�ظ ا�ب�ت سش اه« �ش هٔ س�ی ع�ب وا�ظ »حب هع�ظ �یرو�ظی �ب �یههای �ب اده ا�ظ �ت�ظ �ظ اس�ت

اری. ماره�گ�ذ هٔ�ش داکگا�ظ رکگهٔ حب د. دو مسٔ�لهٔ �ب �ظ �یوس�ت ۱، و�یرا�ی�ش ۶ هس�ت �ت �پ ا ۲۷ م�ا�ب ا� ۲۱ و مسأ�ل ۱۸ �ت هٔ مع�ی �ت �ظس�ظ ا ۱۷ م�ا�ب  مسأ�ل ۱ �ت
د. ی ا�دو�ش مر�بوطا�ظ ا�ظ یِ �ب �ظ ط و�ظ ه حظ ه �ب ا ۲۷ هم�یسش ما�ههای ۲۵ �ت د. �پ� سش ها�ظ �ت ما�ههای ۲۸ و ۲۹ کگر�ظ « سش ی« و »دو ل�ی�گ ، �ت�ی�پ دظ ، کاعظ �گ »س�ظ

. مادها و اصطلاحا�ت د. �ذ اهی و سادها�ظ �ظ ها م�ت ود، کگرا�ظ �ته سش �ش کگ�ظ لا�ظ که حظ ر�ی�ظ کل�ی� وα(G) و ω(G) مکگر اآ�ظ �ت ��گ رظ هٔ �ب دا�ظ �ی�ب ا�ظ ر�ت ه�ت  �ب
لِ  �ت موعهٔ مس�ت �تر�ی�ظ م�ب ��گ رظ د. �Gب �ظ هٔ �أ�، dG(v) هس�ت ه، و δ(G) د�حب ر�ی�ظ د�حب ا�ظ د� eG(U) کم�ت  �تعداد �یالها�یی اس�ت که هر دو سرسش

U . .n کگرا�ظ کامل Kn اس�ت �یعی اس�ت ا�یه، لکگا��ی�تم ط�ب دو�ظ �پ -�أسی و لکگا��ی�تم �ب
اه. امهٔ �و�ت ه�ذ او�دا«،وارش �تل«، »�ظ موعهٔ مس�ت �ت کامل«، »م�ب «، »�ت�ا�ب �ت د: »�ت�ا�ب �ظ اآمدها�ظ �ی �ظ �ظ �به�و��ت �یکدس�ت حپ ههای ا�لی د� سراسر م�ت  وا�ش

د«. �ظ د« و »دوهم�ب �ظ اه�«، »هم�ب مه«، »حپ سش ا�ظس�یل«، »سرحپ �ت »�پ
، و ه �۹ب و �۹پ �تل اس�ت و لمهای �پ� ا�ظ اآ�ظ �ب ؛ ۹ال�ظ مس�ت �تل اس�ت ه �۷ب و س�پ� ۸ال�ظ می�سد، ولی �۸ب مس�ت د: ۷ال�ظ �ب ها�ظ س�تکگیها �ی�طر�ظ وا�ب

�تدا حال�ت  ا III ا�ب �ظی I �ت د؛ د� هر �ی� ا�ظ لمهای و�ظ ا �۹ج می�س�ظ ه �۹ت �ت ها �ب ود و ا�ی�ظ لمها د� مسأ�ل1:1اآ�ظ ا�ب�ت میسش  و س�پ� حال�ت عمومی �ش
دا��یم. اع دو�ی �ظ د. �پ� ا�حب ه کا� می�و�ظ ا ۲۶ �ب ۱۸ �ت
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A. رأسهای بازدیدنشده و یالهای تازه

د، �ظ ک�ظ م�ی کم �تساوی �ا �ت�ظ ام�یم که دس�ت ده می�ظ ر�ظ ردی �ا �ب رظ �اه�ب �ی د. د� مسٔ�لهٔ سکهها �ظ اهی و سادها�ظ �ظ ها م�ت ، همهٔ کگرا�ظ �ش �ظ د� سراسر ا�ی�ظ �ب
. « اس�ت �ت�ظ احظ �ب اً »�ظ �ت �ی �یرا د� اآ�ظ مسٔ�له هد�ظ د�ت �ظ

۱. بازیِ بدون بازگشت

الف( معیار: تطابق کامل
. د.�پا��ذ �ت کامل دا��ظ ود که �ت�ا�ب ده میسش ر�ظ ها�یی �ب اً �وی کگرا�ظ �ت �ی ا د�ت  واس�ی

�ت کامل  د کگرا�ظ �ت�ا�ب �ی ر�ظ ک�ظ �ی�ظ �Mظ ا�ظ ا �أ� اآعظ �ی �ت که �پ ا ا�ظ s دا�د. �پ� ا�ظ اآ�ظ �ید، واس�ی رکگرظ ای اآ�ظ د� s �ا �ب ه هم�ت  می�ود. ا�ظ اآ�ظ �پ�،M �ب
ه �أ�  ا �ب �ی �ت ا ا�ظ vهرکگاه �پ رسد، واس�ی ی v �ب ، �یع�ظ ای اآ�ظ ه �أ� هم�ت لیM(v) �ب �ب دهٔ �ت د�یدسش ا�ظ : �أ�های �ب ا�ظ اس�ت ه م�ب ، می�ود. ا�ی�ظ حرک�ت هم�یسش

ها�یی ا�ظ  و�ج ه �ظ ؛ �پ� اکگر �Mب ده اس�ت د�ید سش ا�ظ ا�ظ �ب د که هر دو �أسسش و�ظ �تس�یم میسش ود، M(v) �ت ده �ب لاً د�یده سش �ب د،v �ت اسش ده �ب ا�ید د�یده سش  هم �ب
ا �ی �ت دا�د �پ ی که حرک�تی �ظ �یک�ظ ا�ظ �ظ �ب �ی س�ت ، �پ� �ظ�ظ اهی اس�ت �ظ ی م�ت ا�ظ ی دا�د. �ب ا �پاس�ظ �ی �ت ا �پ� ا�ظ هر حرک�ت �پ را�ی�ظ واس�ی ا�ب �ظ . �ب ا�ت�ظ اس�ت �ظ که �ت

ود. واهد �ب حظ
�تی  دا�د. �ت�ا�ب ود �ظ �ت کامل وحب د �ت�ا�ب �ی ر�ظ ک�ظ و�ظ �ظ ، Mاک�ظ هٔ اآ�ظ �ت ا�ظ �ی �ظ �ش ردا��ید و �ی� �أ� �پوسش ر�ی�ظ �تعداد �یال �ب �ت �یسش ا �ب �ی�ظ �ترا�s �ب ا�ظ ، �ا �أ� اآعظ

ه �أ�  ا �ب ا� که واس�ی ا هر �ب �ی �ت د. �پ ا حرک�ت �وی �یال vده�ی  �پاس�ظ میدهد.vM(v) می�سد، �ب
هٔ  �ت ا�ظ �ی �ظ �ش ده ا�ظ �أ� �پوسش �یمودهسش ر �پ . مس�ی ه ممک�ظ اس�ت �یم که ا�ی�ظ �پاس�ظ هم�یسش ر�سی ک�ظ ا�ید �ب ا �وی �یالهای �sب �ی �ت های �پ ود؛ حرک�ت ا�ظ میسش  اآعظ

M یرو�ظ ا�ظ� ا �ب های واس�ی رمیکگردد. اکگر M و حرک�ت ده �ب د�یدسش ا�ظ لی و �ب �ب ه �أ� �ت ا �ب �یرا �یال هم�ت د، �ظ �ظ ا v هس�ت رظ �ب �ی ود،M �ظ ده �ب سش �یده �ظ  �پوسش
�یرو�ظ ا�ظ  ا�ظ �ب ر �یکید�م�ی ر که د� M و د�و�ظ �Mیالهای سراسر مس�ی �ظ �یالهای مس�ی ا حدظ د. �ب ود�ظ ر،M �ب هٔ �یالهای مس�ی �ی �ت ود�ظ �ب رظ د و ا�ظ �ظ  هس�ت

ود�ظ  ه�ب �ظ �ی �یسش ا �ب �تر میکرد�یم؛ ا�ی�ظ �ب ��گ رظ �ت �ا �ی� �یال �ب . �پ� �Mت�ا�ب کگا� اس�ت اسا�ظ �یراM(v) �ظ ، �ظ ده اس�ت سش د�ید �ظ ا�ظ و�ظ �ب ود دا�د. ا�ی�ظ �أ� ه�ظ  وحب
، M(v)اکگر  �ظ د�یدا� اآ�ظ �ی س�ت ا�له �پ� ا�ظ �ظ�ظ لا�ظ ود، �ب ده �ب �تر د�یده سش �ی�ش اv �پ ه �پاس�ظ دا�د و واس�ی ا هم�یسش �ی �ت را�ی�ظ �پ ا�ب �ظ د. �ب رظ د�یده میسش �ی  �ظ

د. �ی�ظ کسی اس�ت که کگ�یر میک�ظ س�ت �ظ�ظ
. ده اس�ت ر�ظ ا �ب �ی �ت ؛ �پ� �پ �یس�ت �ت کامل ممک�ظ �ظ د، �ت�ا�ب اسش رد �ب اکگر �تعداد �أ�ها �ظ

ب( هر بازیکن یکبار میتواند نوبت را رد کند
.� ر �ذمی��ذ �ی �ی �ذ و�اً�پا��ذ �ت رد �ا ادامه میدهد؛ س�پ� �ظ کرده هما�ظ �اه�ب �ت�ش �ا �د �ظ و�ب ا و�ت�تی حر�ی�ظ �ظ �ش ۱ال�ظ �ا دا�د، �ت رد �ب�ظ ی که �اه�ب �یک�ظ ا�ظ  �ب

ی �یک�ظ ا�ظ ه هما�ظ �ب ا�ه �ب و�ب�ت دو�ب ا�پی، �ظ �ی کرده و �پ� ا�ظ دو �د �پ �یری �ظ �ی عظ ده �ت د�یدسش ا�ظ موعهٔ �أ�های �ب ای مهره و م�ب د. حب �ت�ش �ا �د میک�ظ و�ب او هم �ظ
د که اسش �ت�ش �ا �د کرده �ب و�ب ه ا�ی�ظ دل�یل �ظ �تط �ب د. اکگر حر�ی�ظ �ظ لی ادامه می�یا�ب �ب رد �ت ی میکرد؛ �پ� �اه�ب ا�ظ ا�ید �ب �ی�ش ا�ظ اآ�ظ �ب �س�یده اس�ت که �پ

دا�د. ا� د�یکگر ح�ت �دکرد�ظ �ظ ع�ی�ت �بیحرک�ت �ترا� میکگ�یرد، ولی ا�ی�ظ �ب ا�ه د� هما�ظ و�ظ ل دو�ب ا�ب �ت دا�د، �پ� ا�ظ �د م�ت حرک�تی �ظ

پ( دو مهره
رای هر  ، مس�یر�n≥4ب و�ج  �ظ

�ت کامل  ر �ت�ا�ب . ا�ی�ظ مس�ی اس�ب اس�ت  �ا دا�د.v1v2,v3v4,…,vn−1vnم�ظ
ا مهرهها �ا �وی  �ی �ت ا�د، vn و v1اکگر �پ کگدظ ؛n−2 �ب و�ج اس�ت ها �ظ د. �تعداد حرک�ت و�ظ �ته میسش ر، کگر�ظ  �أ� د�یکگر، �یکی�یکی و ا�ظ دو سر مس�ی

ود. ده میسش ر�ظ ا �ب �ی �ت د. �پ� �پ ا �بیحرک�ت میما�ظ ام میدهد و س�پ� واس�ی �ب ا ا�ظ �ی �ت ر�ی�ظ حرک�ت �ا �پ اآحظ
ا مهرهها �ا �وی  �ی �ت ه vn−1 و v1اکگر �پ �ی�ظ حرک�ت مهرهٔ دوم �ا �ب س�ت ا د� �ظ�ظ ا�د، واس�ی کگدظ و�ظ �أ� vn−2 �ب رد. اک�ظ هvn می�ب رای هم�یسش  �ب
دهٔ  د�یدسش ا�ظ �ت �أ� �ب ، �أ�های د� دس�تر� �vn−1پسش . �پ� ا�ظ اآ�ظ اده اس�ت �ت دا ا�ظ �تهv2,…,vn−3 حب رداسش ر �ب �یر ا�ظ دو سر مس�ی اکگرظ  �ظ

موع  ، د� م�ب س�ت ا اح�تسا�ب حرک�ت �ظ�ظ د. �ب و�ظ امn−3=(n−4)+1میسش �ب ا ا�ظ ر�ی�ظ حرک�ت �ا واس�ی . اآحظ رد اس�ت  حرک�ت دا��یم که �ظ
. ده اس�ت ر�ظ را�ی�ظ او �ب ا�ب �ظ میدهد و �ب

v1v2…vn

 •

 •
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رای  د.n=4ا�ی�ظ اس�تدلال �ب ا�تی �ظمیما�ظ ا د�یکگر حرک�تی �ب ها حرک�ت واس�ی �ظ : د� حال�ت دوم، �پ� ا�ظ �ت رظ د�س�ت اس�ت �ی  �ظ

ت( دستکم دو آغاز برنده برای پتیا
هٔ  �ظ �ی �یسش �ت �ب ، �Mی� �ت�ا�ب هٔ اآ�ظ �ت ا�ظ �ی �ظ �ش د s و �ی� �أ� �پوسش �ظ ، �پ� همسا�یهای ما�ظ �یس�ت وی �ظ رظ ردا��ید. ا�ی�ظ �أ� م�ظ ا �یالی v دا�د. �أ� v، �ا �ب  �ب

vw∈M د ه میسش ؛ وکگر�ظ ده اس�ت �یده سش ه sv �پوسش ود. د� M �ا �ب رظ ا vw، �یال M ا�ظ ه دس�تsv �ا �ب هٔ د�یکگری �ب �ظ �ی �یسش �ت �ب د. �ت�ا�ب �ی  عو�ظ ک�ظ
ا� �أ�  د.wمیاآ�ید که ا�ی�ظ �ب ا�ظ  �ا �ظمی�پوسش

دهw و sدو �أ�  ر�ظ د �ب اسش ه �ب �ت ا�ظ �ی �ظ �ش ه �پوسش �ظ �ی �یسش �ت �ب ا�ظ ا�ظ هر �أسی که د� �ی� �ت�ا�ب ا اآعظ ا �ب �ی �ت �یم که �پ �ش ۱ال�ظ میدا�ظ ا�ت �ب�ظ �ب د. ا�ظ ا�ش �ظ ما�یرظ  م�ت
د:  ا�ظ اس�ب �ی�ظ م�ظ ا�ظ کم دو �أ� اآعظ ود. �پ� دس�ت .w و sمیسش

۲. سکهها روی گراف
�ظ �أ�  ا vو�ظ ، �ا �ب ی �تعداد سکههای اآ�ظ م.w(v)، �یع�ظ ا�ظ میده�ی سش  �ظ

الف( مسیر
�ی�ب  ر�ت ه �ت ر �ب د و �v1,…,vnأ�های مس�ی �ظ اسش ا��یدai=w(vi) �ب کگدظ . �ب

ا ا�ظ Sn≥0اکگر  �ی �ت ر v1، �پ را�ب ا« �ب های سکههای واس�ی ا م�ظ �ی �ت ل »سکههای �پ ا�ظ �ظ ا اس�ت و �ت ر �یک�ت د. �پ� ا�ظ اآ�ظ ادامهٔ مس�ی ا�ظ میک�ظ Sn≥0 اآعظ

ود. میسش
�ید  ر�ظ ک�ظ و�ظ �ظ د که r و Sn<0اک�ظ اسش د�یسی �ب ر�ی�ظ ا�ظ ��ت کگاه Sr<0 کوحپ هr و Sr−1≥0. اآ�ظ ی �ب �ظ ام�ظ رد عددی �ظ : د� کگام �ظ و�ج اس�ت  �ظ

ا ا�ظ  �ی �ت ود. �پ ی سش �ظ رد م�ظ ا� د� کگامی �ظ �ظ �ب �ی س�ت رای �ظ�ظ د �ب می�توا�ظ موع �ظ ود، �پ� م�ب وده میسش رظ لی ا�ظ �ب موع �ت �ظvrم�ب �ی س�ت د. �پ� ا�ظ �ظ�ظ ا�ظ میک�ظ  اآعظ
دهٔ  د�یدسش ا�ظ د ا�ظ �أ� �ب می�توا�ظ ا، مهره د�یکگر �ظ ر �پ�ی�ش می�ود.vrحرک�ت واس�ی ا �یکی ا�ظ دو سر مس�ی را�ی�ظ �ت ا�ب �ظ د؛ �ب و� ک�ظ  ع�ب

ا ر اس�ت �ب را�ب ها�یی �ب ل �ظ ا�ظ �ظ رود، �ت �پ �ب ه حپ ا �ب اکگر واس�ی

ا ر اس�ت �ب را�ب ل �ب ا�ظ �ظ رود، ا�ی�ظ �ت ه �اس�ت �ب اکگر �ب

د. ا�ظ �ب د �ظ ه می�توا�ظ ا هم�یسش �ی �ت ه �پ �ی�ب �ت . د� �ظ �یس�ت ر�سی اآ�ظ �ظ ه �ب ی �ب ا�ظ �ی د، �ظ اسش ه �ب �ت داسش ود �ظ ه�ت وحب اکگر �یکی ا�ظ دو حب

ب( درخت دلخواه
هاا�ی�ه. �ظ ی دا�د. �ت �ظ ام�ظ �ش �ظ �ی�ظ ا��ظ ا�ظ کم �ی� �أ� اآعظ ا�ظ میده�یم دس�ت سش �یم و س�پ� �ظ �ت حسا�ب میک�ظ هٔ د�حظ احظ ی �ا د� هر سش ا�ظ �ش �ب دا ا��ظ �ت  ا�ب

ا�ظ دا�د. �ی ه �ظ داکگا�ظ ه اس�تدلالی حب کگام دوم �ب
رای دو �أ� همسا�یهٔ  ود دا�د. �ب �یک�ظ �ا د� حظ ا�ظ هٔ هر دو �ب �ظ ه�ی ی �ب ا�ظ �یم که �ب اهی �تعر�ی�ظ میک�ظ �ظ �تی م�ت کگسش ا�ظ �هٔ �ب �یدxy، �یال �x,yی� �ا�ب �ظ ک�ظ  �ا حدظ

امل  هٔ سش ا xو مؤل�ظ ر�ید. �ب کگ�ی ر �ب �ظ ها�ییm(x∣y) �ا د� �ظ ل �ظ ا�ظ �ظ ر�ی�ظ �ت ه�ت  �ب

�تی که  ع�ی ا�ظ میده�یم، د� و�ظ سش �ظ�yا �ظ �ی �یسش دهٔ �پ د�یدسش ا�ظ ، همهٔ �أ�های �ب �ت . د� د�حظ ا حر�ی�ظ اس�ت عدی �ب �ت �ب و�ب �یس�ت و �ظ  د�یکگر د� دس�تر� �ظ
لهٔ �یال  هوس�ی ه حال�ت x ا�ظ �xyب �تط �ب ع�ی�ت وا�تعاً �ظ د؛ �پ� ادامهٔ و�ظ دها�ظ دا سش کگی دا�د. دا��یمx∣y حب س�ت  �ب

S0=0,Sr=a1−a2+a3−⋯+(−1)r−1ar.

ar−ar−1+⋯−a1=−Sr>0.

ar−ar+1+ar+2−⋯=Sr−1−Sn>0.

سکههای حریف او−را گرفته است x سکههای بازیکنی که همین حالا

m(x∣y)=w(x)−maxz∼xz≠ym(z∣x), )۱(
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موعهٔ �تهی �ا  ه �وی م�ب �ظ �ی �یسش هٔ 0که �ب احظ �یرا حر�ی�ظ سش ر�یم. �ظ ود�ش z میکگ�ی ر�تری حظ د که د� اآ�ظ �ب ا�ب میک�ظ �ت�ظ دا�m(z∣x) �ا ا�ظ ، و ا�ی�ظ م�ت  اس�ت
رد هر دو ما�ظ �اه�ب را�ی�ظ هم�ظ ا�ب �ظ ه کرد؛ �ب هٔ مر�بوط م�اس�ب ه سوی مرکرظ مؤل�ظ ها �ب ر�گ رمول �ا می�توا�ظ ا�ظ �ب ود. �ظ س�ت کم میسش �یک�ظ �ظ�ظ ا�ظ ر�تری �ب ا�ظ �ب

ه دس�ت میدهد. رظ �ب �ی �یک�ظ �ا �ظ ا�ظ �ب
ا ا�ظ  �ی �ت اvاکگر �پ ر اس�ت �ب را�ب د �ب م�ی�ظ میک�ظ لی که �ت�ظ ا�ظ �ظ د، �ت ا�ظ ک�ظ  اآعظ

و�ب �ا �vأ�  ود دا�د.حذ و�ب وحب ا�ظ میده�یم �ی� �أ� حظ سش د. �ظ اسش ی �ب �ظ ام�ظ ا��ت )2( �ظ ام�یم اکگر ع�ب  می�ظ
کگاه هر �أ�  د. اآ�ظ �ی ر�ظ ک�ظ لا�ظ اآ�ظ �ا �ظ  دا�د کهu همسا�یهای vحظ

� �ا v �أ� uمیکگو�ی�یم  ه��ی� می��ذ : اکگر �ت اهدهٔ مهم ا�ی�ظ اس�ت کگاه u ،v. مسش د، اآ�ظ ه �أسی اس�ت که v �ا �تهد�ید ک�ظ د. د�u �یکگا�ظ  �ا �تهد�ید میک�ظ
وا�تع، ا�ظ �ا�ب�ههای )1( و )3( دا��یم

د uولی  �تط می�توا�ظ د و اآ�ظ همسا�یه �ظ ، �پ� کسی اآ�ظ �ا �تهد�ید میک�ظ �یس�ت و�ب �ظ رظ حظ �ی ه�ت عک�،v �ظ �ظ اس�تدلال د� حب رد�ظ هم�ی هکا��ب ا �ب د. �ب اسش  �ب
�یم ه�ی�چ همسا�یهٔ د�یکگری هم  �ظ �ی د.vمی�ب  �ا �تهد�ید �ظمیک�ظ

ای �أ�  د؛ هم�ت دها�ظ �تس�یم سش های همسا�یه �ت و�ج ه �ظ �ت �ب ا��ید*v �ا �vپ� �أ�های د�حظ کگدظ ام�یم. �ب  می�ظ

ا �ا *�vvیال  ی و �یالهای د�یکگر �ا هم�ت ام�یم. اکگر عرصذ هٔ uv می�ظ کگام م�اس�ب د، ه�ظ اسش ی �ب ا�ظ ا�ظ m(u∣v) عر�ظ ا�ظ ادامههای م�ب ، �یکگا�ظهu، د� م�ی
ی  دهٔ اآ�ظ �یع�ظ �ظ �و*�uأ� �تهد�یدک�ظ ا�ی�ظ د. ا�ظ ا�تی میما�ظ  �ب

رای هر �أ�  �ید�vب  �تعر�ی�ظ ک�ظ

ای  رای �یال هم�ت �هٔ )5( د� )1( �ب ا�ی �ا�ب ایکگدظ ا حب ه دس�ت میاآو��یم*�vvب  �ب

�یم: اده میک�ظ �ظ و�یس�یم و ا�ظ )4( اس�ت و�ج می�ظ رای هر دو سر �ی� �ظ رمول �ا �ب ا�ی�ظ �ظ

ا��ید  کگدظ ود �εv=dv−hvب ه میسش �ی�ب �ت .εv*=−εv. ا�ظ )6( �ظ
ر�گ  ود. �ی� �ب ی کگم �ظمیسش رظ �ی ود که د� اآ�ظ حپ ا�ظ میسش اهی اآعظ �ظ ول« م�ت رظ و�ظ �ی� »�ظ ، �پ� aاک�ظ ا اس�ت ها �یال اآ�ظ هم�ت �ظ ردا��ید. �ت �ت ا�لی �ب  ا�ظ د�حظ

ha=0 و εa=da>0 �ٔرای �ا ل، �ب ا�ب ی εa*<0 دا��یم *a. د� م�ت را�ی�ظ *ha*>da، �یع�ظ ا�ب �ظ ی *a. �ب ه د� اآ�ظb همسا�یهٔ عر�ظ �ظ  دا�د که کم�ی
ود: حا�ل میسش

و�ظ  ، a*bحپ ی اس�ت ه εb>0، �پ� hb≤da*<db عر�ظ ا �ب ا *b. ا�ظ �یال هم�ت �ب یεb*<0 می�و�یم؛ اآ�ظ ه هما�ظ �و�ش همسا�یهٔ عر�ظ  اس�ت و �ب
c ا ا ادامهٔ ا�ی�ظ کا�، مس�یرεc>0 �ب م. �ب �ی �یدا میک�ظ  �پ

a ↔ a* ↔ b ↔ b* ↔ c ⋯

w(v)−maxu∼vm(u∣v). )۲(

m(u∣v)>w(v). )۳(

maxx∼u,x≠vm(x∣u)<w(u).

dv=m(v*∣v)−w(v)>0. )۴(

m(u∣v)=w(u)−m(u*∣u)=−du. )۵(

hv={0,اگر v هیچ یال عرضی نداشته باشد,min{du:uv یال عرضی است},در غیر این صورت.

m(v∣v*)=w(v)+hv.

dv+dv*=hv+hv*. )۶(

db=ha*>da*.
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ه ا�ه �ب د دو�ب می�توا�ظ �ی�ظ مس�یری �ظ �ظ ، حپ �ت ر�ظمیکگرد�یم. د� �ی� د�حظ ه ع�ت�ب �ب ا�له �ب لا�ظ د، �پ� �ب یا�ظ ا و عر�ظ ا�ظ هم�ت ود. �یالها �یکید�م�ی �ته میسش ساحظ
ما�یرظ ها�ی�ت �أ� م�ت ی�ظ اهی، �ب �ظ �ت م�ت را�ی�ظ د� �ی� د�حظ ا�ب �ظ ی �پد�ید میاآمد. �ب رحظ و� اآ�ظ �أ� حپ ا� ح�ظ ا�ظ دو �ب ه م�ی رسد؛ وکگر�ظ دهای �ب �أ� د�یدهسش

. ا�ت�ظ �ظ ها�یم؛ �ت �ت ساحظ
و�ب  �ب )�v،)2پ� �أ� حظ هموحب رد. �ب �تی )1( میکگ�ی کگسش ا�ظ �هٔ �ب رد�ش �ا ا�ظ �ا�ب ا، �اه�ب د و �پ� ا�ظ هر �پاس�ظ واس�ی �ی�ظ رمیکگرظ ا اآ�ظ �ا �ب �ی �ت ود دا�د. �پ  وحب

ه دس�ت میاآو�د. ا سکه �ب هٔ واس�ی دا�ظ ه ا�ظ کم �ب او دس�ت

پ( دور
�ی�ب دو�  ر�ت ه �ت ها �ب �ظ د.a1,…,anو�ظ �ظ اسش  �ب

.nاکگر  �یس�ت ر �ظ موع سکهها�ی�ش کم�ت د که م�ب �ی�ظ رمیکگرظ ا �أسی ا�ظ �دهای �ا �ب �ی �ت د. �پ �ی �تس�یم ک�ظ ا�ظ �ت ه دو �دهٔ �یکید�م�ی د، �أ�ها �ا �ب اسش و�ج �ب  �ظ
د. ا�ظ می�ب رد. �پ� �ظ ود �ا میکگ�ی اً �أ�های �دهٔ حظ �ت �ی ا د�ت �ی �ت ود و �پ �یموده میسش ه�ت �پ رود، ا�ظ اآ�ظ �پ� �تمام دو� د� هما�ظ حب ا هر طر�ظ که �ب واس�ی

و�ظ  هٔ nاک�ظ ما�ظ �ی د�ی�ها �پ د. ا�ظ اسش رد �ب د وn �ظ �ظ  هس�ت

هاس�ت اکگر ا�ظ �أ�  ا�ظ �ی ل ام�ت ا�ظ �ظ کگرد �iت رو�یم. د� حرک�ت �پادساع�ت کگرد �ب �یم و س�پ� ساع�ت ا�ظ ک�ظ و�ظ Di+1 اآعظ ود. حپ ،n حا�ل میسش رد اس�ت  �ظ

ه �وی �ی� دو��Di,Di+1پ� دو عدد همسا�یهٔ  د؛ وکگر�ظ یا�ظ �ظ ام�ظ ا�یی دو عدد همسا�یه هر دو �ظ ، حب ر ا�ی�ظ و�ظ �ب رظ د. ا�ظ �ظ اسش ی �ب �ظ د هر دو م�ظ �ظ می�توا�ظ  �ظ
ا ا�ظ هما�ظ �أ�  �ی �ت . �پ اممک�ظ اس�ت د، که �ظ �ظ اسش ا�ظ �ب ا�ید کاملاً �یکید�م�ی ی« �ب �ظ ام�ظ ی« و »�ظ �ظ های »م�ظ رد، علام�ت ه�ت ممک�ظ�iظ د. هر دو حب ا�ظ میک�ظ  اآعظ

د. ا میده�ظ �ی �ت رای �پ ی �ب �ظ ام�ظ لی �ظ ا�ظ �ظ ا، �ت واس�ی

ت( گزاره برای گراف همبند دلخواه نادرست است
ر. �ی : حذ �یم.�پا��ذ �ت �أ� میسا�ظ ا ه�ظ ا��ظ �ب �ت �ت�ظ م�ت ال �ظ  �ی� م�ش

�ظ �zأ�   دا�د.2 و�ظ
�ظ �x1,x2,x3أ�های  د.1 و�ظ  دا��ظ
�ظ �y1,y2,y3أ�های  د.0 و�ظ  دا��ظ

z ٔه همه .xi �ب ها و�ل اس�ت

xi ه کگامی �ب اً ه�ظ �ت �ی .i≠j و�ل اس�ت که yj د�ت
د.�y1,y2,y3أ�های  �ظ ل�ش میسا�ظ  �ی� م�ش

ا�ظ میده�یم. د� هر حال�ت  سش ا �ا �ظ رد واس�ی .{1,2,3}={i,j,k}�اه�ب

ا ارذ  �ی �ت .�yiپ ارذ �رده ا��ت ه �یکی ا�ظ همسا�یههای  اآعذ ا �ب ا xj واس�ی د�ی� سوم �ا j≠i �ب ا دو �ظوع �پاس�ظ دا�د.k می�ود و ا�ظ �ی �ت امد. �پ  می�ظ
ه  ا �ب �ی �ت ه zاکگر �پ ا �ب رود، واس�ی د: xk �ب ا�یا�ظ �ب ها احب .yj,xi می�ود و �پ� ا�ظ اآ�ظ حرک�ت
ه  ا �ب �ی �ت ه ykاکگر �پ ا �ب رود، واس�ی ه xi �ب د �ب �تط می�توا�ظ ا �ظ �ی �ت و�ظ �پ ه yj �یا z می�ود. اک�ظ ا �ب رود؛ د� هر دو حال�ت واس�ی  می�ود.xk �ب

ا  هها واس�ی احظ س�ت و سوم هر سه �أ� 3د� همهٔ سش  �ا.xk و z �ا میکگ�یرد و د� حال�ت دوم �أ�های x1,x2,x3 سکه میکگ�یرد. د� حال�ت �ظ�ظ
ر  �ظ حداک�ش موع و�ظ �ت و م�ب �ب �ظ م�ش ا و�ظ د �أ�های �ب عداً می�توا�ظ ه �یا �ب �ت ا کگر�ظ �ب ا ا�ی�ظ ا �ت �ی �ت د.�2پ ا�ظ �ا مساوی ک�ظ �ی د ام�ت می�توا�ظ رد؛ �پ� �ظ کگ�ی  �ا �ب

Di=ai−ai+1+ai+2−⋯+ai+n−1

Di+Di+1=2ai≥0. )۷(

 •
 •
 •
 •
 •
 •

ا ارذ1.  �ی �ت ارذ �رده ا��ت z �پ ه هر .اآعذ ا �ب ا� xi واس�ی احپ ا �ظ �ی �ت واه می�ود. �پ ا yj دل�ظ ه j≠i �ا �ب ا �ب د. واس�ی ا�ب میک�ظ �ت�ظ xk ا�ظ

ه ا� �ب احپ ا �ظ �ی �ت ه yi می�ود؛ س�پ� �پ ا �ب د xj و واس�ی .z,xi,yj,xk,yi,xj :می�و�ظ

ا ارذ2.  �ی �ت ارذ �رده ا��ت xi �پ ه .اآعذ ا �ب ه z واس�ی ا �ب �ی �ت ه ،xj می�ود. �پ� ا�ظ حرک�ت �پ ا �ب ا هر �ی� ا�ظ yk واس�ی �ی �ت yi,yj می�ود. �پ

ه ا حرک�ت �ب ا �ب د، واس�ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ ا�یا�ظ میدهد xk �ا که ا�ظ .xk,{yj یا yi},xi,z,xj,yk :�پ

 .3

 ◦

 ◦
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ل�ش  �یرو�ظی م�ش های �ب . کما�ظ کل، عدد د�و�ظ هر �أ� �تعداد سکههای اآ�ظ اس�ت �ش �یالy1y2y3د� سش ا سش ل�ش �ب ها ا�ی�ظ م�ش ه کم� اآ�ظ د؛ �ب �ظ  �ا میسا�ظ
�یم  �ت رای xiyjمس�ت ود.i≠j، �ب اه �ظمیسش �ب �ت ، اسش

رای مسٔ�لهٔ سکهها. دا� �ب �ظ �ت�ظ و�ظ ال �ظ کل ۱. م�ش سش

۳. افزودن یالها تا نخستین دور فرد

او�ت �ظ های م�ت های که دو سر هر �یال ��ظ�گ هکگو�ظ ا دو ��ظ�گ ��ظ�گ کرد، �ب رد �ا می�توا�ظ �ب دو�ظ دو� �ظ �یم. کگرا�ظ �ب ا�ب�ت میک�ظ �ت�ت ساده �ا �ش �ی �تدا �ی� ح�ت ا�ب
ا ا�لها�ش �ت ود�ظ �ظ رد�ب و�ج �یا �ظ ا �ظ د؛ ��ظ�گ هر �أ� �ا �ب �ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ اه�تر�ی�ظ مس�یرها ا�ظ اآ�ظ ا�ظ �تِ کو�ت ه و �ی� د�حظ ه �ی� ��یسش د. د� هر مؤل�ظ �ظ اسش ه �ب �ت داسش

د. اکگر �یال  �ی �ظ ک�ظ �ی ع�ی ه �ت ر ��uvیسش د، مس�ی ا u دو �أ� هم��ظ�گ �ا و�ل ک�ظ �تر�v �ت �ی�ظ مسش ا�ظ �ش اآعظ �ظ �یرا �ب و�ج دا�د، �ظ ا�بی طول �ظ �ت�ظ �ت ا�ظ  د� د�حظ
ا �یال  ر همراه �ب ود. ا�ی�ظ مس�ی �ظ میسش ا� حدظ ه دو �ب ا ��یسش ر �ت ها �وی هرuvدو مس�ی ، ��ظ�گ رعک�، د� �ی� کگرا�ظ دو��ظ�گ د. �ب رد میسا�ظ  �ی� دو� �ظ
. و�ج اس�ت د؛ �پ� طول هر دو� �ظ و�ظ ا�ظ عو�ظ میسش دو� �یکید�م�ی

دا�د، ا�ظ �ظوع  رد �ظ و�ظ دو� �ظ های که ه�ظ �ظ �ی �یسش را�ی�ظ هر کگرا�ظ �ب ا�ب �ظ ه هم و�ل کرد؛�Ka,bب �ر �ب ه می�توا�ظ �بیحظ دا �ا هم�یسش هٔ حب . وا�تعاً دو مؤل�ظ  اس�ت
ا�ظ دو �دهٔ �تود م�ی ، هر �یالِ م�ظ د دو��ظ�گ �ظ �ظ د� �ی� کگرا�ظ هم�ب �ی �ظ �یم. هم�پ ه �ا عو�ظ میک�ظ های �یکی ا�ظ دو مؤل�ظ �ی�ش ا�ظ اآ�ظ ��ظ�گ د �پ اسش م �ب اکگر لا�ظ

رعک�، د�  ود. �ب رظ �ر ا�ظ کگی �ا می�توا�ظ �بیحظ ، �تعداد��Ka,bظ ا�یا�ظ د. د� �پ ل�ش میسا�ظ و�اً م�ش ل �یکی ا�ظ دو �ده اس�ت و �ظ ده داحظ ا�تیما�ظ  هر �یال �ب
ر  را�ب ده �ب ودهسش رظ �ر ا�ظ .�abیالهای �بیحظ  اس�ت

 فردnالف( 
د، a+b=nاکگر  اسش رد �ب ا �تعدادab �ظ و�ب�ت واس�ی �ی�ش ا�ظ هر �ظ د. �پ ا�ب میک�ظ �ت�ظ ود دا�د، �یکی �ا ا�ظ �ر وحب ا� که حرک�ت �بیحظ ا هر �ب . واس�ی و�ج اس�ت  �ظ

د هما�ظ  می�توا�ظ و�ظ �ظ را�ی�ظ کگرا�ظ ه�ظ ا�ب �ظ ؛ �ب ده اس�ت وده سش رظ ردی �یال ا�ظ ه�Ka,bظ ا هم�یسش . �پ� واس�ی و�ج اس�ت د که �تعداد �یالها�ی�ش �ظ اسش ها�یی �ب  �ظ
د. رد میسا�ظ ا� دو� �ظ احپ �ی�ظ کسی اس�ت که �ظ س�ت ا �ظ�ظ �ی �ت را�ی�ظ �پ ا�ب �ظ ، �ب اهی اس�ت �ظ ی م�ت ا�ظ �ر دا�د. �ب �پاس�ظ �بیحظ

رای هر  .�nب �ه ا��ت ر�ذ ا �ب رد، وا��ی  �ذ

 زوجnب( 
. ا، و اکگر n≡2(mod4) اکگر �پا��ذ �ی �ت د �پ اسش .n≡0(mod4) �ب ده اس�ت ر�ظ ا �ب د واس�ی اسش  �ب

�ر �ا  و�ب�ی� کگرا�ظ �بیحظ ا�ظ دا��یم.حذ �ی �یر �ظ رد �پاس�ظ �ظ ه �اه�ب د. �ب و�ظ �یده سش �ت �پوسش ا �ی� �ت�ا�ب وی اآ�ظ �ب رظ ام�ظ ام�یم اکگر همهٔ �أ�های �ظ  می�ظ

. �پ� ا�ظ �ی� حرک�ت و�ج اس�ت ود دا�د. �تعداد ا�ی�ظ �أ�ها �ظ وی وحب رظ و�ظ �أ� م�ظ و�ب اس�ت و ه�ظ ، کگرا�ظ حظ �ی�ش ا�ظ حرک�ت حر�ی�ظ د �پ �ی ر�ظ ک�ظ �ظ
د: میسا�ظ ا�ظ و�ب �ا �ب ده کگرا�ظ حظ ده�ظ �یک�ظ �پاس�ظ ا�ظ ، �ب �ر حر�ی�ظ �بیحظ

ا�ید. رظ �ت میا�ظ ه �ت�ا�ب ه �ا �ب ا�ظ د و �یال �ت ه هم و�ل میک�ظ وی �ا �ب رظ د، او دو �أ� م�ظ دها�ظ ه هم و�ل سش وی �ب رظ ام�ظ �ظ �ی�ش �پ اکگر دو �أِ� ا�ظ  .1
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وی  رظ د، �یال x,yاکگر دو �أ� م�ظ دها�ظ ه هم و�ل سش �یک�ظxy �ب ا�ظ ود دا�د، �ب وی �تد�یمی وحب رظ ام�ظ . اکگر �أ� �ظ ده اس�ت ا�ظ  اآ�ظ دو �ا �پوسش
ده  ده�ظ ا �xپاس�ظ لی همراه �ب �ب �ت �ت ه اس�ت و �ت�ا�ب �تط ا�ت�ال دو مؤل�ظ د؛ ا�ی�ظ �ظ ها و�ل میک�ظ ه �یکی ا�ظ اآ�ظ د. اکگر ا�ی�ظxy �ا �ب ا�تی میما�ظ  �ب

د. ه هم و�ل میک�ظ وی د�یکگر �ا �ب رظ د، دو �أ� م�ظ اسش �ظ �پاس�ظ د� کگرا�ظ �تهی �ب �ی س�ت �ظ�ظ
وی  رظ ه �أ� م�ظ وی �ب رظ ام�ظ وی د�یکگری xاکگر �ی� �أ� �ظ رظ ده �أ� م�ظ ده�ظ �یک�ظ �پاس�ظ ا�ظ د، �ب اسش ده �ب د و y و�ل سش �ی�ظ رمیکگرظ ا�ید.xy �ا �ب رظ  �ا میا�ظ

ود. ه میسش ا�ظ ه ا�ظ ا�ظ ر�گ �ت د، �یا �ی� �ب د�ظ و�ظ �ی ه هم می�پ ه �ب ود، �یا دو مؤل�ظ وده میسش رظ هٔ دو�أسی ا�ظ ا�ظ هٔ �ت د: �یا �یالی د� �ی� مؤل�ظ �ر�ظ ها �بیحظ همهٔ �پاس�ظ
و�ب ، کگرا�ظ حظ . �پ� ا�ظ �پاس�ظ و�ج اس�ت �ی�ش ا�ظ حرک�ت حر�ی�ظ �ظ ا�ظ �پ ، �تعدادسش �ظ �أسی هس�ت �ی �ظ ا و�ت�تی حپ �یرا �ت د، �ظ ود دا��ظ م وحب وی لا�ظ رظ �أ�های م�ظ

. ر�ترا� اس�ت ا�ه �ب دو�ب
�ید  ر�ظ ک�ظ رد�n=4k+2ظ رود، �اه�ب ا�ظ �ب وی ا�ظ م�ی رظ ا و�ت�تی �أ� م�ظ ا، �ت ا�ید؛ س�پ� �پ� ا�ظ هر حرک�ت واس�ی رظ واه میا�ظ دا �ی� �یال دل�ظ �ت ا ا�ب �ی �ت . �پ

د می�توا�ظ د. او �ظ ا�ب میک�ظ �ت�ظ واه ا�ظ �ر دل�ظ �تط �ی� حرک�ت �بیحظ ا �ظ �ی �ت �ت کامل دا�د. ا�ظ اآ�ظ �پ� �پ ه کگرا�ظ �ت�ا�ب د. د� ا�ی�ظ ل��ظ را میک�ظ الا �ا احب �ب
و�ظی  ه کگرا�ظ ک�ظ دا�د؛ وکگر�ظ �ی�ظ حرک�تی �ظ �ظ د که حپ اسش �ی�ظ کسی �ب س�ت �تط و�ت�تی ممک�ظ اس�ت که �Ka,bظ�ظ �ت کامل د� ا�ی�ظ کگرا�ظ �ظ ود �ت�ا�ب ود. وحب  �ب

a=b=n/2و د� اآ�ظ �و��ت ،

ا� حرک�ت احپ ود که �ظ واهد �ب �ی�ظ کسی حظ س�ت ا �ظ�ظ . �پ� واس�ی ا�ت�ظ �ظ ؛ �ت و�ج اس�ت ده �ظ امسش �ب های ا�ظ ا �تعداد حرک�ت �ی �ت �ت �پ و�ب �ی�ش ا�ظ �ظ . اما �پ رد اس�ت �ظ
ام میدهد. �ب ده ا�ظ �ظ ا�ظ �ب

د  �ی ر�ظ ک�ظ ا هما�ظ �و�ش�n=4kظ د و س�پ� �ب ه هم و�ل میک�ظ وی د�یکگر �ا �ب رظ ا دو �أ� م�ظ . واس�ی و�ب اس�ت ا، کگرا�ظ حظ �ی �ت �ظ �یال �پ �ی س�ت . �پ� ا�ظ �ظ�ظ
ود �ی�ظ کسی �ب س�ت ا �ظ�ظ ام میدهد. اکگر واس�ی �ب واه ا�ظ �ر دل�ظ های �بیحظ د، حرک�ت ما�ظ ا�تی �ظ وی �ب رظ د. و�ت�تی �أ� م�ظ طظ میک�ظ ود�ظ کگرا�ظ �ا ح�ظ �ب و�ب حظ

ا�ظ هم  ها�یی �ب ، کگرا�ظ �ظ �ت داسش �ر �ظ ا�Kn/2,n/2که حرک�ت �بیحظ د، ولی ا�ی�ظ �ب  میسش

ود. ده میسش ر�ظ ا �ب ؛ �پ� واس�ی اممک�ظ اس�ت . ا�ی�ظ �ظ ده اس�ت وده سش رظ ردی �یال ا�ظ ا �تعداد �ظ و�ب�ت واس�ی �ی�ش ا�ظ �ظ ، د� حالی که �پ و�ج اس�ت �ظ

پ( وصلکردن دو رأس منزوی ممنوع است
رای هر  .�nب �ه ا��ت ر�ذ ا �ب �ی �ت ، �پ و�ج  رذ

س�ت �یال  ا د� حرک�ت �ظ�ظ �ی �ت ه �ی� �abپ �ت �ب ا��ظ �ظس�ب �ت ا�ید. او �ت رظ ودم�کوس �ا میا�ظ ��یل حذ �ب ا �σت �تی �ب ا�یکگسش ی حب د:σ2=id، �یع�ظ طظ میک�ظ ، �ا ح�ظ
های �a,bأ�های  و�ج ه �ظ د و همهٔ �أ�های د�یکگر �ب ا�ظ �ت ا�ب ه x,σ(x) �ش �ت �ب ا، کگرا�ظ �ظس�ب �ی �ت د. �پ� ا�ظ هر حرک�ت �پ دها�ظ �تس�یم سش او�دا اس�ت وσ �ت  �ظ

عال  و�ج �ظ و�ظx,σ(x)دو �أ� هر �ظ ا�ظ �ت �ت ، ط�ب س�ت �یرا �پ� ا�ظ حرک�ت �ظ�ظ د، �ظ �ظ ه میسا�ظ وی �ی� مؤل�ظ رظ ام�ظ د. همهٔ �أ�های �ظ کگیا�ظ  د� �ی� �دهٔ ��ظ
ا�ظ کرد. وی اآعظ رظ ا دو �أ� م�ظ های �ا �ب ا�ظ هٔ �ت ی �ظمی�توا�ظ مؤل�ظ ا�ظ �ب

. ام داده اس�ت �ب �ر ا�ظ ا �ی� حرک�ت �بیحظ �ید واس�ی ر�ظ ک�ظ �ظ
وی  رظ ا �یال xاکگر �أ� م�ظ ا �یال vx �ا �ب �ی �ت ا�ید. �أ� σ(v)σ(x) و�ل کرده، �پ رظ ا�ظ وσ(x) �ا میا�ظ وده، �پ� ا�ی�ظ حرک�ت م�ب وی �ب رظ رظ م�ظ �ی  �ظ

میکگردد. ا�ظ ا��ظ �ب �ت �ر اس�ت و �ت �بیحظ
ا �یال  ا �یال uvاکگر واس�ی �ی �ت وده، �پ رظ عال ا�ظ ا�ظ دو �أ� �ظ .σ(u)σ(v) �ا م�ی ده اس�ت سش وده�ظ رظ و�ظ ا�ظ ا�ید. ا�ی�ظ �یال، �یالی د�یکگر و ه�ظ رظ  �ا میا�ظ

س�ت  د �یا �یال �ظ�ظ اسش ر �ب را�ب ود�ش �ب ا �ت�و�یر حظ �یرا �یالی که �ب ای �abظ ، �یا دو �أ� هم�ت د؛ اما اآ�ظ دو د� �ی� �دهٔx,σ(x) اس�ت  �ا و�ل میک�ظ
و�ظ  ، حپ �ر اس�ت ود. �ت�و�یر �یال �بیحظ ده �ب �ظ ا�ظ �ی�ش �ب ا ا�ظ �پ �ی�ظ حرک�ت واس�ی �ظ د و حپ کگیا�ظ د.��σظ طظ میک�ظ کگی �ا ح�ظ  هر دو �دهٔ ��ظ

عال هٔ �ظ ه مؤل�ظ �ر �ب ود دا�د، می�توا�ظ اآ�ظ �ا �بیحظ وی وحب رظ ا و�ت�تی �أ� م�ظ �ر دا�د. �ت ی �بیحظ ا �پاس�ظ �ی �ت ا، �پ �ر واس�ی عد ا�ظ هر حرک�ت �بیحظ �پ� �ب
کگی �یکی ا�ظ �أ�های  کگاه د� هر �دهٔ ��ظ د. اآ�ظ می�یا�ب ا�یا�ظ �ظ د�ظ همهٔ �أ�ها �پ عالسش �ی�ش ا�ظ �ظ ی �پ ا�ظ را�ی�ظ �ب ا�ب �ظ ؛ �ب �یوس�ت و�ج کاملِ �a,bپ σ و �تعدادی �ظ

ام �ب ا ا�ظ �ی �ت �ر �ا �پ ر�ی�ظ حرک�ت �بیحظ ی اآحظ ردی �یال دا�د، �یع�ظ ها�یی �تعداد �ظ ی کامل �ظ سش �ظ . کگرا�ظ دو�ب رد اس�ت هٔ هر دو �ده �ظ دا�ظ �ترا� دا�د؛ �پ� ا�ظ
د. رد میسا�ظ ا� دو� �ظ احپ ا �ظ میدهد و س�پ� واس�ی

 .2

 .3

ab=(n/2)2=(2k+1)2

(n/2)2=(2k)2

 •

 •
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۴. افزودن یالها تا همبندی
. �پا��ذ

هٔ کامل  د اس�ت ا�ظ دو مؤل�ظ �ظ اهم�ب و�ظ �ظ های که ه�ظ �ظ �ی �یسش ا Ka⊔Kbهر کگرا�ظ �ب �تهa+b=n، �ب ود داسش ه وحب . وا�تعاً اکگر سه مؤل�ظ ده اس�ت ک�یل سش ، �تسش
�ر های �بیحظ ود. �تعداد حرک�ت رظ د می�توا�ظ اآ�ظ �ا ا�ظ اسش های �یالی کم �ب ه هم و�ل کرد، و اکگر د�و�ظ مؤل�ظ �ر �ب ها �ا �بیحظ د می�توا�ظ دو �تای اآ�ظ اسش �ب

ا ر اس�ت �ب را�ب �تی �ب ع�ی �ی�ظ و�ظ �ظ ده د� حپ امسش �ب ا�ظ

د، nاکگر  اسش رد �ب د؛ �پ� a,b �ظ او�ت دا��ظ �ظ �ی�ت م�ت وحب رای ab �ظ دا�د. �ب کگی �ظ س�ت را�ظ �ب ه ا�ظ ا��ت )8( �ب �ی�ت ع�ب وحب و�ج اس�ت و �ظ ، عدد n≡1(mod4) �ظ
(n2)ا �تعداد ها�یی �ب ع�ی�ت �ظ ده، �پ� و�ظ وده سش رظ ردی �یال ا�ظ �ت او �تعداد �ظ و�ب �ی�ش ا�ظ �ظ د: �پ �ی�ظ رمیکگرظ �ر �ب ه حرک�ت �بیحظ ا هم�یسش . واس�ی و�ج اس�ت  �ظ

رای  د. �ب ا�ظ ا می�ب �ی �ت را�ی�ظ �پ ا�ب �ظ . �ب ده اس�ت سش و�ظ حا�ل �ظ و�ج �یال ه�ظ ا(n2)، عدد �n≡3(mod4)ظ �ی �ت ا�ظ میدهد �پ سش ؛ هما�ظ اس�تدلال �ظ رد اس�ت  �ظ
د. ا�ظ ا می�ب �ر دا�د و واس�ی ه حرک�ت �بیحظ هم�یسش

ها  �ظ و�ظی، �nت د ک�ظ �ظ اهم�ب د. د� کگرا�ظ �ظ ا�تی میما�ظ و�ج �ب رد و O �ظ هٔ �ظ �ب ا مر�ت ههای �ب ههاR �تعداد مؤل�ظ �تود د�و�ظ مؤل�ظ موع �تعداد �یالهای م�ظ  م�ب
د: اسش �ب

.Oعدد  �یر اس�ت �ر �یکی ا�ظ دو �ظوع �ظ . هر حرک�ت �بیحظ و�ج اس�ت  �ظ
:I کگاه �ذوع د. اآ�ظ دها�ظ ه هم و�ل سش رد �ب هٔ �ظ هٔ O دو مؤل�ظ دا�ظ ه ا�ظ �ی�ت 2 �ب وحب ود و �ظ هها R کم میسش ام مؤل�ظ ا ادعظ �یرا �ب د، �ظ ر �ظمیک�ظ �ی �ی عظ  �ت

|C||D|−1. و�ج اس�ت ود و ا�ی�ظ عدد �ظ اد میسش ه ا�ی�ب ا�ظ ود �ت �ت لیِ م�ظ  �یال داحظ
:II کگاه �ذوع �ر د�یکگر. اآ�ظ �ی�ت O هر حرک�ت �بیحظ وحب د و �ظ ر �ظمیک�ظ �ی �ی عظ لی، R �ت رای �ی� �یال داحظ ود. �ب ود؛R عو�ظ میسش  �ی� واحد کم میسش

، عدد  و�ج اس�ت ه �ظ کم �ی� مؤل�ظ امی که دس�ت .C||D|−1|و د� ادعظ رد اس�ت  �ظ

او�دای ود �ظ �یده �پ� ا�ظ هر حرک�ت حظ رکگرظ �یک�ظ �ب ا�ظ �ب

ام دهد،  �ب د. اکگر حر�ی�ظ حرک�ت �ظوع I ا�ظ طظ میک�ظ د.�O≡2(mod4)ا ح�ظ ه هم و�ل میک�ظ رد د�یکگر �ا �ب هٔ �ظ �یده دو مؤل�ظ رکگرظ �یک�ظ �ب ا�ظ ود. �ب  میسش
های ا�ظ و�ج �ت هٔ �ظ و�ظ مؤل�ظ س�ت ه�ظ ام �ظ�ظ ؛ �پ� �پ� ا�ظ ادعظ �ت ود داسش رد وحب هٔ �ظ ها� مؤل�ظ کم حپ �ی�ش ا�ظ حرک�ت حر�ی�ظ دس�ت : �پ �ر اس�ت ا�ی�ظ حرک�ت �بیحظ

ام دهد،  �ب د. اکگر حر�ی�ظ حرک�ت �ظوع II ا�ظ د ک�ظ �ظ د کل کگرا�ظ �ا هم�ب می�توا�ظ ام دوم �ظ ده و ادعظ دا ما�ظ �یک�ظRحب ا�ظ ؛ �ب ده اس�ت �ت سش �ب ه م�ش �ی�ب �ت رد و د� �ظ  �ظ
د. �ظ میکگردا�ظ ا�ظ او�دای )9( �ا �ب د و �ظ �ر�ظ ا�ید. هر دو �پاس�ظ �بیحظ رظ �تودی �ا میا�ظ لیِ م�ظ �یده هر �یال داحظ رکگرظ �ب

رای  د.�n=4kب ا�ظ میک�ظ داد�ظ �ا اآعظ ا �پاس�ظ �ی �ت �ی�ظ حرک�ت �پ س�ت : او �پ� ا�ظ �ظ�ظ ا اس�ت �یده واس�ی رکگرظ �یک�ظ �ب ا�ظ ر�ترا� اس�ت و �ب او�دا د� کگرا�ظ �تهی �ب ، �ظ
رای  ه �n=4k+2ب �ی�ب �ت د؛ د� �ظ ه هم و�ل میک�ظ وی �ا �ب رظ س�ت دو �أ� م�ظ ا د� حرک�ت �ظ�ظ �ی �ت ه 4k+2 ا�ظ O، �پ او�دای )4k)9 �ب  می�سد و �ظ

د. ا�ظ ، حر�ی�ظ او می�ب اهی اس�ت �ظ ی م�ت ا�ظ و�ظ �ب د؛ حپ د �ظمیک�ظ �ظ �یده هرکگرظ کگرا�ظ �ا هم�ب رکگرظ �یک�ظ �ب ا�ظ ا �پاس�ظ میدهد. �ب �ی �ت ود. ا�ظ اآ�ظ �پ� �پ ر�ترا� میسش �ب
ها. لاصهٔ �پا��ذ حذ

پاسخ(O,Rmod2)تغییر حرکت حریف

رد هٔ �ظ رد د�یکگر(2,0−)دو مؤل�ظ هٔ �ظ و�لکرد�ظ دو مؤل�ظ

�ر د�یکگر لی(0,1)هر حرک�ت �بیحظ ود�ظ �ی� �یال داحظ رظ ا�ظ

n(mod4)پتیا3پتیا2واسیا1واسیا0برنده

(a2)+(b2)=(n2)−ab. )۸(

R=∑C((|C|2)−e(C)).

 •

 •

O≡0(mod4),R≡0(mod2) )۹(
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B. جهتدهیهای پویا

۵. مهره و برگرداندن جهت یالها

الف( درخت
ه سوی s و �یکی ا�ظ همسا�یهها�ی�ش �rأسی  �ت �ا �ب �ید، همهٔ �یالهای د�حظ �ی�ظ رکگرظ ه�ت ده�ید و مهره �ا �وی r �ا �ب ا د� حرک�تs حب �ی �ت ا��ید. �پ کگدظ  �ب

س�ت ا�ظ   می�ود.�s→rظ�ظ
ا �یکی ا�ظ �یالهای د. واس�ی ه سوی �أ� حامل مهرها�ظ �ت �ب د، همهٔ �یالهای د�حظ رمیکگردا�ظ ه�ت �یالی �ا �ب ا حب ا� که واس�ی �ی�ش ا�ظ هر �ب ، �پ �پ� ا�ظ اآ�ظ

لاً  او�، م�ش ی ا�ظ vuم�ب روحب ها �یال حظ �ظ د و اآ�ظ �یال �ت رمیکگردا�ظ ه v، �ا �ب ا �وی اآ�ظ �ب �ی �ت ود. �پ ه سوی u میسش و�ظ همهٔ �یالها �ب د،u می�ود. اک�ظ �ظ  هس�ت
ه�ت �یال  �تط د� حب ه �ظ ا�ظ هٔ �ت ه ��یسش ر �ب ، مس�ی �ت �یرا د� د�حظ ا�uvظ �ی �ت را�ی�ظ �پ ا�ب �ظ ؛ �ب ده اس�ت ر�ترا� سش او�دا �ب ر�ت دا�د. �ظ هٔ �تد�یمی �ظ ه ��یسش ر �ب ا مس�ی  �ب

د. ها�ی�ت حرک�ت ک�ظ ی�ظ ا �ب د �ت می�توا�ظ

ب( گراف دارای دور
ای مهره، دهی و هر حب ه�ت ا ا�ظ هر حب د، واس�ی اسش ه �ب �ت د دو�ی داسش �ظ �یم: اکگر کگرا�ظ هم�ب ا�ب�ت میک�ظ را �وی �تعداد �أ�ها �ش �ت ا اس�ت ر �ا �ب ا�های �توی�ت کگرظ

ا�د. ی میکگدظ روحب ی�یالِ حظ اهی حرک�ت مهره �ا �ب �ظ ، �پ� ا�ظ �تعداد م�ت ا اوس�ت د�ظ �ی� �یال �ب رکگردا�ظ �ت �ب و�ب های که �ظ د� ل��ظ
. و�اً�پا�یه: �گرا�ذ �یک دور �اده ا��ت د و �ظ رمیکگردا�ظ ل �ب ه داحظ ه�ت هما�ظ �یال �ا �ب ا حب ود، واس�ی ا��ج سش اً �ی� �یال ا�ظ �أ� مهره حظ �ت �ی و�ظ د�ت  اکگر اک�ظ

ا� �وی اآ�ظ احپ ا �ظ �ی �ت د و �پ اً �ی� میک�ظ �ت �ی د�ظ �ی� �یال اآ�ظ �ا د�ت رکگردا�ظ ا �ب ا �ب د، واس�ی اسش ر �یا دو �ب ی ��ظ روحب د. اکگر �تعداد �یالهای حظ مهره �ا ح�ب� میک�ظ
س�ت �ا  عدی A1→A2می�ود. ا�ی�ظ حرک�ت �ظ�ظ ه �یال �ب ی �ب ا�ب �ت�ظ ما�ی�ش ا�ظ �ی ه�ت �پ ا د� حب و�ظ واس�ی د. اک�ظ ام�ی �ظ د. اکگر ا�ظ A2A3 �ب کگاه میک�ظ A2 �ظ

ا�  د و هر دو �یال ک�ظ رمیکگردا�ظ ل �ب ه داحظ ود، اآ�ظ �ا �ب ا��ج سش ه A2حظ د. اکگر �ب و�ظ د وA2 و�ودی میسش رمیکگردا�ظ �یرو�ظ �ب ه �ب ا اآ�ظ �ا �ب ود، واس�ی  وا�د سش
ه  ا� �ب احپ ا �ظ �ی �ت د؛ د� حال�ت دوم، �پ� ا�ظ�A3پ �ظ د، �یا �ی� دو� کامل می�ظ ود�تر میا�یس�ت د. �یا مهره �ظ ا ا�ی�ظ �تاعده �ا �تکرا� میک�ظ  می�ود. واس�ی

ه  �ت �ب کگسش ا�ظ س�ت �A1ب ا �یال �ظ�ظ د.A1A2، واس�ی د و مهره �ا م�تو�ت�ظ میک�ظ رمیکگردا�ظ ل �ب ه داحظ  �ا �ب
را. �ت ر�ی�ظ دو� �گام ا��ت اه�ت ود. اکگر کگرا�ظC کو�ت ر �ب اه�ت �تس�یم میکرد که �یکی کو�ت ه دو دو� �ت ر اآ�ظ �ا �ب �یرا هر و�ت دا�د، �ظ ر �ظ د. ا�ی�ظ دو� و�ت �ی �ی�ظ رکگرظ  �ا �ب

�تط  �یرو�ظ ا�ظ �Cظ ، �أ�ها�یی �ب �یس�ت ها �أسی C �ظ ا�ظ اآ�ظ د. ا�ظ م�ی ود دا��ظ ا x وحب ا�له �ت ر�ی�ظ �ظ �ت �یسش ا �ب د. کگرا�ظ C �ب �ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ د اس�تG−x ا�ظ �ظ  هم�ب
ا�ظ  �ظ رای هر Cو هم�پ �یرا �ب ر y≠x �ا دا�د. �ظ اه�تر�ی�ظ مس�ی ا y، کو�ت د ا�ظ C �ت می�توا�ظ ا�لهٔ x �ظ ه �ظ �د؛ وکگر�ظ کگدظ ا y �ب ا�لهٔ C �ت د.x ا�ظ �ظ �تر میسش �یسش  �ب
ا د�  او� G−xواس�ی ه �یالهای م�ب د و �ب را میک�ظ را�یی �ا احب �ت رد اس�ت �یکا�ظ x �اه�ب ا �وی �پ �ی �ت د. اکگر �پ �ظ می�ظ ه�تu→x دس�ت �ظ و�اً حب ا �ظ رود، واس�ی  �ب

ه  ا� ا�ظ x→uهما�ظ �یال �ا �ب احپ ا �ظ �ی �ت عد �پ �ت �ب و�ب د. د� �ظ رمیکگردا�ظ ه x �ب �یرو�ظ میاآ�ید و �ب را�یی �ا ا�ظG−x �ب �ت رد اس�ت ا �اه�ب میکگردد؛ س�پ� واس�ی ا�ظ  �ب
د. ا�ظ میک�ظ ا�ه اآعظ ه دو�ب ا�ظ ع�ی�ت �ت و�ظ

ه  �ظ �ب �ت ا� ��ظ ه xهر �ب های �و �ب �یکا�ظ ی ا�ظ G−x ا�ظ x، �تعداد �پ روحب کا�ظی حظ �ی ه �پ ها �ا �ب ا �یکی ا�ظ اآ�ظ د: واس�ی ه کم میک�ظ رای هم�یسش د�یلx �ا �ب �ب  �ت
ه  ا� می�توا�ظ �ب اهی �ب �ظ ها �تعداد م�ت �ظ د. �پ� �ت �ظ می�ظ ی دس�ت �ظ ه �یالهای مر�ظ های د�یکگر �ب ما�ظ د و د� �ظ ردxمیک�ظ ا�، �اه�ب ر�ی�ظ �ب . �پ� ا�ظ اآحظ �ت  ��ظ

را�یی د�  �ت �تدا �وی G−xاس�ت ر�سی مهره ا�ب ع�ی�ت مو�د �ب د. اکگر د� و�ظ اهی م�تو�ت�ظ میک�ظ �ظ ما�ظ م�ت د�ظx مهره �ا د� �ظ رکگردا�ظ ا اول �ب د، واس�ی اسش  �ب
�یکا�ظ ا�ظ  اً �ی� �پ �ت �ی ام میدهد. اکگر د�ت �ب م �ا ا�ظ او� xلا�ظ ر ا�ی�ظ �و��ت �ی� �یال م�ب �ی رد. د� عظ و�اً می�ب د و �ظ رمیکگردا�ظ ود، اآ�ظ �ا �ب ا��ج سش  �اx حظ

ه  ا مهره �ا �ب �ی �ت �ی�ظ حرک�ت �پ س�ت ود دا�د و �ظ�ظ ی وحب روحب کا�ظی حظ �ی د؛ �پ� ا�ظ اآ�ظ �پ رمیکگردا�ظ را�G−xب الا �ا احب رد �ب رد. س�پ� هما�ظ �اه�ب  می�ب
�یم. میک�ظ

۶. دو مهره و برگرداندن پیکانها
کگه میدا��یم:ا�ی�ه. ا م�ت�د �ا �ظ دا� �ت ه�ت �تط دو �اه حب ، �ظ ای �تمام کگرا�ظ ه حب ه �ب  د� هر ل��ظ

P ا ا �ت �ی �ت و�ظی مهرهٔ �پ ای ک�ظ ؛B: ا�ظ حب

Q ا ا �ت و�ظی مهرهٔ واس�ی ای ک�ظ .B: ا�ظ حب
 •
 •
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 ، ا�ظ . د� اآعظ ا�ظ اس�ت �تر� م�ب د �أ� مسش �ظ د، هرحپ دا��ظ �تر� �ظ ده ا�ظ Pا�ی�ظ دو �اه �یال مسش ر دادهسش ا A هما�ظ مس�ی ر �تهی ا�ظ Q و B �ت اB مس�ی  �ت
. ود�ش اس�ت حظ

�یرو�ظ ا�ظ  �یم و اآ�ظP∪Qمی�توا�ظ �یالهای �ب �ظ �ی ده �ا می�ب �یمودهسش �تط هما�ظ �یال �پ د، �ظ اده ک�ظ �ظ ها اس�ت عداً ا�ظ �یکی ا�ظ اآ�ظ ا �ب رامو�ش کرد. اکگر واس�ی  �ا �ظ
ه  ی �أ�ها و �یالهای�Qا �ب ا�ظ ر�یا�ظ �ب د د� حب ا می�توا�ظ د: واس�ی �یر هم کا� میک�ظ ا�ت ح�تی د� مدل �توی�تر و �ت�و�یری �ظ �ب را�ی�ظ ا�ش ا�ب �ظ م. �ب ا�ی�ی رظ  میا�ظ

رای ی اس�ت �ب �تط �وسش ؛ �ظ �یس�ت رای مسٔ�لهٔ ا�لی �ظ های �ب ا�ظ و�ظ �ت ا�ظ ود. ا�ی�ظ �ت ا�پد�ید سش و�اً �ظ کگی اس�ت �ظ �یرو�ظ ا�ظ دو �اه ��ظ ه �ب د و هرحپ ی ک�ظ ه معر�ظ ا�ظ �ت
. ع�ی�ت مِ و�ظ �ش لا�ظ �ظ �ظ �ب �ت کگهداسش �ظ

�ظ �یال  �ی س�ت ود �وی �ظ�ظ و�ب�ت حظ ا د� �ظ �ی �ت �ی� میده�یم. �پ �یرهای دو �اه �ا �تو�ظ �ی عظ ، اآ�ظ �یال ا�ظ Pهمهٔ �ت ه�ت د�ظ حب رکگردا�ظ �ظP می�ود؛ �پ� ا�ظ �ب  حدظ
ود. اکگر  ه Pمیسش ا �ب �ی �ت ود، �پ .B �تهی سش  �س�یده اس�ت

ا �وی �یال  �ید واس�ی ر�ظ ک�ظ و�ظ �ظ ه�ت اآ�ظ q→rاک�ظ ، حب د. �پ� ا�ظ حرک�ت اسش ه �ب �ت .r→q ��ظ ده اس�ت  سش
ه د� qrاکگر  ه د� P �ظ ود، Q و �ظ �تدای r→q �ب ه ا�ب د.Q �ا �ب ا�ی�ی رظ �ظ �ی  �ب
�ظ �یال Q د� q→rاکگر  �ی س�ت ود، �ظ�ظ د.Q �ب �ی �ظ ک�ظ ود؛ اآ�ظ �ا حدظ  �ب

�تط »دُمِ دو �اه« �ا د� �أ�  هqد� حال�ت سوم، �ظ ا�ظ ده ا�ظ هر دو �اه �ت رکگردا�ظدهسش د و �یال �ب �ظ �ت داسش �تر� �ظ ا کردها�یم. دو �اه �تد�یمی �یال مسش هحب ا�ب  حب
و� اآ�ظ �ا ا�ظ دو ح�ظ دا� م�ی ه�ت د، دو� حب اهر سش ا� طظ ، �أسی دو �ب د�ظ ا�ظ س�ب د. اکگر �پ� ا�ظ حپ دا��ظ �تر� �ظ رظ �یال مسش �ی ه �ظ ا�ظ ؛ �پ� �اههای �ت ده اس�ت �ظ سش حدظ

د. د� حال�ت و�ظ طظ میسش �تر� ح�ظ �ظ �یال مسش �ت داسش او�دا و �ظ ود و �ظ د�یل میسش �ب دا� ساده �ت ه�ت ر حب ه مس�ی دا� �ب ه�ت �ی�ب �ی� �اه حب ر�ت د�ی�ظ �ت ُر�ید. �ب �ب �ب
م. �ی �ظ میک�ظ ه هم�ی�ظ �و�ش حدظ رظ دو�ها �ا �ب �ی س�ت �ظ �ظ�ظ

الف( ابتدا فقط واسیا حرکت میکند
ا،  های واس�ی اهی حرک�ت �ظ اد، �P,Qپ� ا�ظ هر �ی� ا�ظ �تعداد م�ت ا ا�یس�ت �یم. و�ت�تی واس�ی ی میک�ظ سا�ظ ا�ظ الا �ب ا �تواعد �ب دا� ا�ظ P �ا �ب ه�ت و�ظ مس�یری حب  ه�ظ

A ا دهBٔ �ت ا�تیما�ظ را�ی�ظ دُم �ب ا�ب �ظ رمیکگردد؛ �ب ر �ب ده ا�ظ مس�ی سش �ظ ده و حدظ �تط �یال طیسش ، �ظ ما�ید. �پ� ا�ظ هر حرک�ت �ی �ی�ب می�پ ر�ت ه �ت ا اآ�ظ �ا �ب �ی �ت . �پ  اس�ت
ه سوی  ا�ظ �ب �ظ ه م�ت�د می�سد.Bمس�یر هم�پ ا �ب �ی �ت  اس�ت و �پ

ب( بازی نوبتی
ود. ر�ذ�ه می�ش ارذ �ب ِ م�ب �ی�ذ ارذ ا روی هر �گرا�ذ اآعذ �ی �ت �ارد؛ �پ ود �ذ ی وحب �ذ �گرا�ذ �ی �ذ : حپ �پا��ذ

. �اه  ده اس�ت ا�ظ داده سش سش کل �ظ �ش د� سش �ظ �ب�ظ اً م�وQ اآ�بی و �اه Pهم�ی ر�ی�ب �ت د و �ت دا��ظ ی �ظ �تسش رد �ظ اکس�تری د� �اه�ب ؛ �یالهای حظ  �ترمرظ اس�ت
�د م�ت�د  د و �أ� �ظ ا�ظ میده�ظ سش ا �ا �ظ ا و واس�ی �ی �ت ای مهرههای �پ « و »و« حب د. دا�یرههای »�پ دها�ظ .Bسش  اس�ت

. رد مسٔ�لهٔ �۶ب کگی د� �اه�ب ر ��ظ کل ۲. دو مس�ی سش

 .1
 .2

د P د� q→r اکگر3.  و�یس�ی �ظ ود، �ب د .P=P0+(q→r)+P1 �ب �ی �ی�ظ عو�ظ ک�ظ �ظ .P←P0+Q,Q←P1 :س�پ� دو �اه �ا حپ )۱۰(
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ا��ت  د. د�A→Bع�ب اسش ه �ب �ت ها �ی� �یال داسش �ظ �یس�ت �ت م �ظ ده د� �و��ت مسٔ�له اس�ت و لا�ظ دا� دادهسش ه�ت ر حب �ت�ا� هما�ظ مس�ی هاحظ « �ب ا�ظ  د� س�ر »اآعظ
ا اس�ت و طول دو �اه  �ی �ت �ت �پ و�ب کل، �ظ هٔ سش کل میکگو�ید5 و 6ل��ظ الای سش را�ی�ظ س�ر �ب ا�ب �ظ . �ب  اس�ت

ا و ε=0که د� اآ�ظ  �ی �ت �ی�ش ا�ظ حرک�ت �پ ا��یدε=1 �پ کگدظ . �ب ا اس�ت �ی�ش ا�ظ حرک�ت واس�ی  �پ

ر  �ی �ی عظ ا، طول �Sت �ی �ت �ت �پ و�ب �یم. د� �ظ ر�سی میک�ظ ه 0 ا�ظ ε �ی� واحد کم و P �ا �ب ود؛ �پ� 1 �ب د�یل میسش �ب د. �پ� ا�ظ حرک�تS �ت ا�ب�ت میما�ظ  �ش
ا،  ه 1 ا�ظ εواس�ی �یرو�ظ 0 �ب ا �وی �یالی �ب رمیکگردد. اکگر واس�ی د، طول P∪Q �ب اسش ه �ب �ت ده و Q ��ظ �یاد سش ر �ی� واحد �ظ د.S حداک�ش می�یا�ب ا�ی�ش �ظ رظ  ا�ظ

د، Qاکگر �وی  اسش ه �ب �ت ا�یی |Q| ��ظ هحب ا�ب . د� حب ده اس�ت �وqr، �یال 10 �ی� واحد کم سش ا�ی�ظ ود؛ ا�ظ �ظ میسش موع طولها حدظ  ا�ظ م�ب

|P_new| + |Q_new| ≤ |P_old| + |Q_old| − 1

ر  �ی د. د� هر سه حال�ت احظ ا دو �اه �ا عو�ظ �ظمیک�ظ �ت ا�ظ سوی واس�ی و�ب ام، �دکرد�ظ �ظ �ب او�دای Sسرا�ظ �یمه�ظ ود. �پ� �ظ داً کم میسش  �پ� ا�ظ11 اک�ی
د. می�یا�ب ا�ی�ش �ظ رظ ه ا�ظ داکگا�ظ هر حرک�ت حب

ی  �ظ ام�ظ د. عدد ���ی� �ظ اسش ها�ی�ت �ب ی�ظ ی �ب ا�ظ د �ب �ی ر�ظ ک�ظ . د� اآ�ظ�Sظ ا�ب�ت اس�ت عد �ش ه �ب ا�یی �ب ود، �پ� ا�ظ حب داً کم سش ا� اک�ی ها�ی�ت �ب ی�ظ د �ب می�توا�ظ  �ظ
�یرو�ظ  د: او �وی �یالی �ب اسش ها حال�ت �تساوی �ب �ظ ا�ید �ت ا �ب ه �P∪Qو��ت هر حرک�ت واس�ی اً �ی� �یال �ب �ت �ی �ظQ می�ود، د�ت کگام حدظ ا�ید و ه�ظ رظ  میا�ظ

�ی�ظ حرک�تی  �ظ ی ا�ظ دس�ت �ظمی�ود. حپ رظ �ی �ظ �یال Pدو�ها حپ �ی س�ت ا �ظ�ظ �ی �ت ر �ظمیدهد، اما هر حرک�ت �پ �ی �ی عظ د. �پ� �پ� ا�ظP �ا ا�لاً �ت �ظ میک�ظ  �ا حدظ
 ، اهی حرک�ت �ظ ه �Pتعداد م�ت ا �ب �ی �ت ی �پ ود؛ �یع�ظ .B �تهی میسش ا�ت�ظ �ظ  می�سد. �ت

�؟ ا�ش م �ب � حر��ت ممک�ذ ا��ت لارذ �ذ �ی�ظ حپ ا�ظ د کگرا�ظ اآعظ �ی ر�ظ ک�ظ  �أ� دا�د وn �ظ

ا و�ت�تی |L=|P|+|Qکم�ی�ت  د. �ت می�یا�ب ا�ی�ش �ظ رظ ر�ید. د� �ی� دو� کامل ا�ظ کگ�ی ر �ب �ظ ا د� �ظ �ی �ت های �پ و�ب�ت �ی�ش ا�ظ �ظ ود،L=k �ا �پ  اس�ت و کم �ظمیسش
ا� د� حال�ت �تساوی �ترا� دا�د و  ا هر �ب ا Pواس�ی �ی �ت ر �ظمیدهد، د� حالی که �پ �ی �ی عظ ر P �ا �ت را�ی�ظ �پ� ا�ظ حداک�ش ا�ب �ظ د. �ب اه�تر میک�ظ k �ا �ی� �یال کو�ت

ا، �یا  �ی �ت ا ا�ظLحرک�ت �پ �ی �ت های �پ ه �تعداد حرک�ت �ی�ب �ت . د� �ظ ده اس�ت ده سش ر�ظ ا �ب �ی �ت ود �یا �پ  کم میسش

� �وی  �ظ ی مسش ا�ظ لکه �ی� �ب ا�ظ �ظمیدهد؛ �ب سش الا �ا �ظ کل، کرا�ظ �ب . سش �یس�ت ر �ظ �ت �یسش ه�12ب �یادی �ب ی �ا مد�ت �ظ �یرو�ظ ا وا�تعاً �پ  �أ� اس�ت که د� اآ�ظ واس�ی
د. دا�ظ �یر میا�ظ أحظ �ت

۷. گرافهای ۲-تباهیده

الف(
. د.�پا��ذ �ظ رط هما��ظ  دو سش

�یم: کگرا�ظ  اه�ی�ه�یاداآو�ی میک�ظ �ب ر ۲-�ت هٔ حداک�ش ا د�حب ا�تهی اآ�ظ �أسی �ب �یرکگرا�ظ �ظ د.2 اس�ت اکگر هر �ظ اسش ه �ب �ت  داسش
ر  هٔ حداک�ش ا د�حب ده �أسی �ب ا�تیما�ظ ا� ا�ظ کگرا�ظ �ب �یم و هر �ب �ظ میک�ظ . �أ�ها �ا �یکی�یکی حدظ اه�یده اس�ت �ب د کگرا�ظ ۲-�ت �ی ر�ظ ک�ظ م.�2ظ �ی �ی�ظ رمیکگرظ  �ب

ی  �ب �ی ر�ت ه دس�ت میاآ�ید که د� اآ�ظ �v1,v2,…,vnت �ی�ش ا�ظ vi �ب ه �أسیvi+1 �پ ده �ب �ظ سش . هر �یال �ا ا�ظ �أسی که د�یر�تر حدظ ده اس�ت �ظ سش  حدظ
ه�ت میده�یم. ده حب �ظ سش ود�تر حدظ که �ظ

ه  �ظ �viیالهای و�ودی �ب کگام حدظ د که ه�ظ ا�ظ �یالها�ییا�ظ اً ا�ظ م�ی �ت �ی رvi د�ت ا�ظ حداک�ش د؛ �تعدادسش ده و�ل میکرد�ظ سش �ظ �ظ و�ظ حدظ ه �أ�های ه�ظ ، اآ�ظ �ا �ب
دا�د. ود �ظ دا� وحب ه�ت ود؛ �پ� دو� حب ما�هٔ �أ� کم میسش ، سش �یکا�ظ �ظ د� ام�تداد هر �پ �ی �ظ . هم�پ دو اس�ت

|P|+|Q|+ε=6+5+0=11,

S=|P|+|Q|+ε. )۱۱(

L0=|P0|≤n−1.

L0+(L0−1)+⋯+1≤n(n−1)2
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ر  هٔ و�ودی هر �أ� د� اآ�ظ حداک�ش ر�ید که د�حب کگ�ی ر �ب �ظ دهی �بیدو�ی د� �ظ ه�ت رعک�، حب دهی�2ب ه�ت ردا��ید؛ حب ا�تهی �ا �ب �یرکگرا�ظ �ظ . هر �ظ  اس�ت
اهی و �بیدو� �ی�  �ظ داِ� م�ت ه�ت . هر کگرا�ظ حب رظ �بیدو� اس�ت �ی ه اآ�ظ �ظ ده �ب اهکم�دودسش میاآ�ید.حپ �یرو�ظ �ظ کا�ظی ا�ظ اآ�ظ �ب �ی ی �أسی که ه�ی�چ �پ  دا�د، �یع�ظ

ام �أسی �ا �تکرا� کرد؛ د� ا�ی�ظ �و��ت دو�ی �ب �ت و سرا�ظ �ی�ش ��ظ ها �پ �یکا�ظ ه د� ام�تداد �پ ود، می�توا�ظ هم�یسش ا��ج سش کا�ظی حظ �ی �یرا اکگر ا�ظ هر �أ� �پ �ظ
ر  هٔ اآ�ظ حداک�ش د؛ �پ� د�حب و�ظ ه اآ�ظ وا�د میسش اه� �ب ا� �ی� حپ �یرکگرا�ظ ک�ظ ود. همهٔ �یالهای �ظ �ته میسش .2ساحظ اه�یدکگی اس�ت �ب . ا�ی�ظ هما�ظ ۲-�ت  اس�ت

ب(
دهی  ه�ت رای هر �أسی که د� Dحب د. �ب �ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ �ش ال�ظ �ا ا�ظ �ظ د. ا�ی�ظD ا�ظ �ب �ی و�ج ک�ظ ود، اآ�ظ دو �یال �ا �ی� �ظ ه اآ�ظ وا�د میسش اً دو �یال �ب �ت �ی  د�ت

ود. ه �ی� �أ� وا�د میسش �تط �ب �یرا هر �یال �ظ د، �ظ دا��ظ ا�ظی �ظ ها هم�پوسش و�ج �ظ
و�ج  ی وا�تعی، دو �یال هر �ظ ا�ظ اهدهٔ ا�لی: اکگر د� �ب ه�تمسش ا�ن هم�ج �ترک�ش ه ر�أس م�ش �ت �ج د �یا هر دو ا�ظ�ن��ج و�ظ ی �یا هر دو وا�د �أ� سش د، �یع�ظ �ظ اسش  �ب

�ید و  ر�ظ ک�ظ لا�ظ اآ�ظ �ا �ظ دا�د. حظ ود �ظ دا� وحب ه�ت د، دو� حب و�ظ ا��ج سش و�ظ Dاآ�ظ حظ �ید. حپ دا� م�دود ک�ظ ه�ت ه �یالهای �ی� دو� حب ،D �ا �ب  �بیدو� اس�ت
ود دا�د که هر دو �یال همسا�یه د�  د. اما �وی دو��Dوی ا�ی�ظ دو� �أسی وحب �یدها�ظ رکگرظ های �ب و�ج د؛ ا�ی�ظ دو �یال �یکی ا�ظ �ظ و�ظ ه اآ�ظ وا�د میسش  �ب

. ا�ت�ظ �ظ ود. �ت ا��ج میسش دا� وا�تعی، �یکی ا�ظ اآ�ظ دو وا�د و د�یکگری حظ ه�ت حب
ر� میده�یم. ک�ظ �ا سش هسش رحظ رد حپ و�ظ �اه�ب اک�ظ

و�ج|E(G)|اکگر  �ظ و�ج واه �ظ ها �ا دل�ظ ؛ اآ�ظ و�ج اس�ت رظ �ظ �ی د �ظ �ظ �یس�ت �یده �ظ رکگرظ های �ب و�ج د، �تعداد �یالها�یی که د� �ظ ا�ظ ک�ظ هسا�ظ اآعظ رحظ د و حپ اسش و�ج �ب  �ظ
د که دو ا�ب میک�ظ �ت�ظ ا�ظ ا�ظ �ظ ه�ت �ا حپ ا�ی، حب �ت و�ج ساحظ رد. د� �ظ و�ج �ا میکگ�ی ک�ظ �یال دوم هما�ظ �ظ هسش رحظ ، حپ هسا�ظ رحظ د. �پ� ا�ظ هر حرک�ت حپ �ی ک�ظ

دا�د. �تی �ظ ه�ت اهم�ی واه، حب های دل�ظ و�ج د؛ د� �ظ �ظ اسش ه�ت �ب �تر� همحب ه �أ� مسش �ت �ب �یال �ظس�ب
واه|E(G)|اکگر  ها �ا دل�ظ س�ت �یکی ا�ظ اآ�ظ ود دا�د. او د� حرک�ت �ظ�ظ ده وحب سش �ظ و�ج کم �ی� �یالِ �ظ د، دس�ت ا�ظ ک�ظ ک�ظ اآعظ هسش رحظ د و حپ اسش رد �ب  �ظ

. ها هما�ظ اس�ت د و ا�ظ اآ�ظ �پ� �پاس�ظ و�ظ و�ج میسش �ظ و�ج ده �ظ ا�تیما�ظ دهٔ �ب سش �ظ و�ج ه�ت میدهد. س�پ� �یالهای �ظ حب

ا�ی �یا �ت و�ج ساحظ �ت او، هر �ظ و�ب �ی�ش ا�ظ هر �ظ دد. �پ �ظ �ب ود�ش دو� �ا �ب ا حرک�ت حظ د �ب می�توا�ظ ک�ظ �ظ هسش رحظ �ی�ش ا�ظ �پاس�ظ حپ هسا�ظ �پ رحظ �یم حپ ر�سی ک�ظ ا�ید �ب �ب
ع  دهی مرحب ه�ت اهِ� حب د، حپ سا�ظ ه دو�ی �ب ا�ظ �یکا�ظ �ت د. اکگر �ی� �پ ا�ظ ه�ت ه مرکرظ همحب �ت �ب ده و دو �یال�ش �ظس�ب ، �یا کامل سش و�ده اس�ت �ظ �ظ  �اDدس�ت

ا ها�ی�ش �ب ه�ت �یرا حب د، �ظ اسش ده �ب لاً کامل سش �ب ه �ت می�توا�ظس�ت و�ج �ظ د. ا�ی�ظ �ظ ا�یا�ظ �ت های ساحظ و�ج ا� اآ�ظ �یکی ا�ظ �ظ ر�ید. دو �یال ک�ظ کگ�ی ر �ب �ظ �وی ا�ی�ظ دو� د� �ظ
. ا�ت�ظ �ظ د. �ت و�ظ �وی دو��ظ و�ظ هر دو �یال�ش اک�ظ د، حپ اسش و�ده �ب �ظ �ظ د دس�ت می�توا�ظ ود؛ و �ظ کگا� �ب اسا�ظ دو� �ظ

ک�ظ هسش رحظ میاآ�ید و حپ �یک�ظ �پد�ید �ظ ا�ظ �ی� ا�ظ دو �ب را�ی�ظ دو� �پ� ا�ظ حرک�ت ه�ی�چ ا�ب �ظ . �ب ر�ترا� اس�ت ا�ه �ب اهدهٔ ا�لی دو�ب ، مسش ک�ظ هسش رحظ �پ� ا�ظ �پاس�ظ حپ
ود. ده میسش ر�ظ �ب

ی ا�ظ �ی� دو�. سش �ظ ه�ت وا�تعی �وی �ب ع و حب و�ج مرحب کل ۳. �ظ سش

ه  ع �ب ، هر دو �یال مرحب �پ کل حپ ود.xد� سش ا��ج میسش ها وا�د و د�یکگری حظ �یر �یکی ا�ظ اآ�ظ اکگرظ دا�، �ظ ه�ت د؛ ولی �وی �ی� دو� حب و�ظ  وا�د میسش

۸. شبکههای مربعی

الف(
. .�پا��ذ ده اس�ت ر�ظ ک�ظ �ب هسش رحظ ، حپ ا�ظ �ی�ب اآعظ ر�ت ا هر �ت اهی، �ب �ظ ام�ت عی �ظ کهٔ مر�ب �ب  �وی سش

 •

 •
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ع  دهی مرحب ه�ت د. د� حب ا�ظ ک�ظ هسا�ظ اآعظ رحظ �تدا حپ ه هر �اD�ٔا�ب د. �ب ه�ت ده�ی الا حب ه �ب ه �اس�ت و همهٔ �یالهای عمودی �ا �ب �تی �ا �ب ، همهٔ �یالهای ا�ظ
و�ج �ا ک�ظ �یال دوم هما�ظ �ظ هسش رحظ ، حپ هسا�ظ رحظ د. �پ� ا�ظ حرک�ت حپ �ی و�ج ک�ظ ود؛ اآ�ظ دو �ا �ظ ، وا�د میسش �ظ ا�ی�ی �پ و �پ ع، ا�ظ حپ اً دو �یال مرحب �ت �ی د�ت

لکه ، �ب ک�ظ هسش رحظ �تط �پ� ا�ظ �پاس�ظ حپ ه�ظ ر�سی کامل مسٔ�لهٔ �۷ب �ظ ه�ت میدهد. �ب س�ت حب د �یال �ظ�ظ �ظ �تر� ما�ظ ه �أ� مسش �ت �ب میکگ�یرد و اآ�ظ �ا �ظس�ب
اهی اس�ت و �ظ ی م�ت �یرو�ظ دِ �پ امرظ : هر دو� �ظ �یس�ت کلی �ظ ود�ظ کگرا�ظ مسش اهی�ب �ظ ام�ت د. �ظ وع میک�ظ رظ دو� �ا مم�ظ �ی هسا�ظ �ظ رحظ ا�له �پ� ا�ظ حرک�ت حپ لا�ظ �ب

ه کا� می�ود. �تط �وی هما�ظ دو� �ب اس�تدلال �ظ
، �یال  س�ت د. د� حرک�ت �ظ�ظ ا�ظ ک�ظ ک�ظ اآعظ هسش رحظ و�ظ حپ م:(0,0)(1−,0)اک�ظ �یر میده�ی �ی عظ ع �ا ا�ظدکی �ت دهی مرحب ه�ت ه�ت میدهد. حب الا حب ه �ب  �ا �و �ب

د؛ �ظ الا هس�ت ه �ب همهٔ �یالهای عمودی �و �ب
د؛y=0د� س�ر  و�ظ دأ دو� میسش �تی ا�ظ م�ب ، �یالهای ا�ظ

د. ا�ظ ه �اس�ت �تی �ب د� همهٔ س�رهای د�یکگر، �یالهای ا�ظ

�ت�هٔ  �یکا�ظ عمودی، م�ظ . د� ام�تداد هر �پ دهی �بیدو� اس�ت ه�ت د. د�و�ظyا�ی�ظ حب اسش ه �ب �ت د �یال عمودی داسش می�توا�ظ ود؛ �پ� دو� �ظ �یاد میسش داً �ظ  اک�ی
دا� �بیدو� دا��یم. ه�ت ر حب �تط �ی� مس�ی رظ �ظ �ی هر س�ر �ظ

اً دو �یال وا�د �ت �ی ه هر �أ� د�یکگر د�ت . �ب ده اس�ت ه�ت داده سش س�ت حب ود و هما�ظ �یال د� حرک�ت �ظ�ظ دأ وا�د میسش ه م�ب ع �ب اً �ی� �یال مرحب �ت �ی د�ت
؛ ده اس�ت ال سش عظ س�ت اسش ده ا�ظ هما�ظ حرک�ت �ظ�ظ سش �ظ و�ج ها �یال �ظ �ظ د مسٔ�لهٔ �۷ب �پاس�ظ میدهد. �ت �ظ د و ما�ظ و�ج میک�ظ ها �ا �ظ ک�ظ اآ�ظ هسش رحظ ود. حپ میسش

ود. ه �ظمیسش �ت دا� ساحظ ه�ت ا�ظ هم دو� حب �پ� �ب

عی. کهٔ مر�ب �ب �ی�ظ سش ا�ظ دهی اآعظ ه�ت کل ۴. حب سش

د. ا�ظ و�ج �یکا�ظ و�ودی �ی� �ظ ؛ د� هر �أ� د�یکگر، دو �پ س�ت اآ�بی اس�ت کل، حرک�ت �ظ�ظ د� سش

ب(
ا ر اس�ت �ب را�ب �تعداد �یالها �ب

�پ�

د. د� هر �أسی ه�ت ده�ی الا حب ه �ب ه �اس�ت و همهٔ �یالهای عمودی �ا �ب �تی �ا �ب ، همهٔ �یالهای ا�ظ ه�ظ �تل میده�یم. د� دظ ی مس�ت سا�ظ و�ج رد �ظ �ی� �اه�ب
ا��ید. کگدظ و�ج �ب علاً �بی�ظ هٔ �یالها �ا �ظ �ی �ت د. �ب �ی و�ج ک�ظ �ظ دا�د، دو �یال اآمده ا�ظ اآ�ظ دو همسا�یه �ا �ظ ا�ی�ی �پ و هم همسا�یهٔ �پ که هم همسا�یهٔ حپ

رد د. اکگر �تعداد �یالها �ظ �ی و�ج ک�ظ �ظ و�ج واه �ظ ها �ا دل�ظ ؛ اآ�ظ و�ج اس�ت رظ �ظ �ی ده �ظ ا�تیما�ظ د، �تعداد �یالهای �ب اسش هسا�ظ �ب رحظ ا حپ ا�ظ �ب و�ج و اآعظ اکگر �تعداد �یالها �ظ
واه ها �ا دل�ظ س�ت �یکی ا�ظ اآ�ظ ک�ظ د� حرک�ت �ظ�ظ هسش رحظ . حپ �ت اس�ت �ب ه م�ش �ی�ب �ت رد و د� �ظ ده �ظ ا�تیما�ظ د، �تعداد �یالهای �ب اسش ک�ظ �ب هسش رحظ ا حپ ا�ظ �ب و اآعظ

�ت ا�ی، دو �یال �ظس�ب �ت و�ج ساحظ رد. د� �ظ و�ج �ا میکگ�ی ، �یال دوم هما�ظ �ظ هسا�ظ رحظ د. س�پ� د� �پاس�ظ هر حرک�ت حپ و�ج میک�ظ ه �ا �ظ �ی �ت ه�ت میدهد و �ب حب
. �یس�ت ه�ت �پاس�ظ مهم �ظ واه حب و�ج دل�ظ د؛ د� �ظ و�ظ ه�ت میسش �تر� همحب ه �أ� مسش �ب

 •
 •
 •

m(n−1)+n(m−1)=2mn−m−n.

|E(Pm□Pn)|≡m+n(mod2).
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د و ا�ی�ی�ظ می�و�ظ �پ و �پ ه حپ ا� اآ�ظ �ب د. دو �یال دو� ک�ظ �ی �ی�ظ رکگرظ �ت�ا�ت �ب موع م�ظ ر�ی�ظ م�ب �ت �یسش ا �ب که، �أسی �ب �ب ؟ د� هر دو� سش �یس�ت را دو� ممک�ظ �ظ حپ

ه�ت ه �أ� همحب �ت �ب ها �ا �ظس�ب رد اآ�ظ ود، د� حالی که �اه�ب ا��ج سش ا�ید وا�د و د�یکگری حظ دا� �یکی �ب ه�ت د. اما د� دو� حب ا�یا�ظ �ت و�ج ساحظ را�ی�ظ �ی� �ظ ا�ب �ظ �ب
. و�ده �یا کامل اس�ت �ظ �ظ ا�ی �یا کاملاً دس�ت �ت و�ج ساحظ ، هر �ظ �ی�ش ا�ظ اآ�ظ رظ �پد�ید اآ�ید: �پ �ی هسا�ظ �ظ رحظ ا�له �پ� ا�ظ حرک�ت حپ لا�ظ د �ب می�توا�ظ د. دو� �ظ میک�ظ

. کگا� اس�ت اسا�ظ ا دو� �ظ ا�ظ �ب ها�یسش ه�ت د و د� حال�ت دوم حب �ظ اسش ه �ب ا�ظ د �وی دو� �ت �ظ می�توا�ظ س�ت هر دو �یال�ش �ظ د� حال�ت �ظ�ظ
�ی�ت  وحب �ی�ت �تعداد �یالها هما�ظ �ظ وحب و�ظ �ظ . حپ ده اس�ت ر�ظ ک�ظ �ب هسش رحظ رای �m+nپ� حپ ه دس�ت میاآ�ید. �ب ده �ب واس�تهسش اً دو حال�ت حظ �ت �ی ، د�ت  اس�ت

m=n=1. ود د�س�ت اس�ت هحظ ود�ب ا�ه حظ دا�د و کگرظ ود �ظ  �یالی وحب

۹. بازی بولوباش–سابو
د.  اه� د� مسٔ�لهٔ ۷ �تعر�ی�ظ سش مهحپ �ش ود.�رحپ ه اآ�ظ وا�د �ظمیسش کا�ظی �ب �ی  �أسی اس�ت که ه�ی�چ �پ

الف(
ده �پ�ی�ش می�و�یم. سش اده�ظ �ظ �د. �وی �یالهای اس�ت کگدظ ا� �ب اً �ی� �ب �ت �ی �یم که ا�ظ هر �یال د�ت س�ته میسا�ظ ی �ب م، کگردسش �ت�ظ هٔ �ی� کگرا�ظ ۴-م�ظ د� هر مؤل�ظ
ود و �پ� ا�ظ و�ود ده �ب اده سش �ظ ی ا�ظ �یالها�ی�ش اس�ت وحب ه اآ�ظ �أ�، �تعداد �ظ ه �ب ا�ظ �ی�ش ا�ظ و�ود �ت ر کرد: �پ �ی�ظ کگ�ی ا�ظ رظ �أ� اآعظ �ظمی�توا�ظ د� �أسی حب

لی که �ب د، ا�ظ �أسی �وی کگرد�ش �ت ا�تی ما�ظ �ت �یالی �ب کگسش ا�ظ د. اکگر �پ� ا�ظ �ب دها�ظ سش ها� �یال م�ر�ظ �ظ و�ظ هر حپ ، �پ� ه�ظ ده اس�ت اده سش �ظ ردی اس�ت �تعداد �ظ
ه �ی�ب �ی� کگرد�ش او�یلری �ب ر�ت ه ا�ی�ظ �ت �یم. �ب س�ت د��ج میک�ظ �یم و اآ�ظ �ا د� کگرد�ش �ظ�ظ ده و�ل اس�ت کگرد�ش د�یکگری میسا�ظ سش اده�ظ �ظ ه �ی� �یال اس�ت �ب

دس�ت میاآ�ید.
ر�یم. ا مرکرظ هما�ظ �أ� میکگ�ی ی �ب وحب ود؛ اآ�ظ دو �ا �ظ اً دو �یال وا�د میسش �ت �ی ه هر �أ� د�ت د. �ب ه�ت ده�ی ما�ی�ش حب �ی ه�ت �پ همهٔ �یالهای کگرد�ش �ا د� حب

د. دها�ظ �تس�یم سش ها�یی �ت و�ج �ظ �ظ �ی �ظ ه حپ همهٔ �یالهای کگرا�ظ �ب
ا�د. س�پ� ا� میکگدظ اً ک�ظ �ت ه�ت میدهد؛ �یال دوم �ا مو�ت �یرو�ظ حب ه �ب و�ج �ب واه �ا میکگ�یرد و اآ�ظ �ا ا�ظ مرکرظ �ظ ی دل�ظ وحب دا �ی� �یال ا�ظ �ظ �ت هسا�ظ ا�ب رحظ حپ

د: ی میک�ظ ا�ظ �ظ �ب �ی �ظ حپ
ه�ت میدهد؛ �یرو�ظ حب ه �ب و�ج �ا ا�ظ مرکرظ �ب هسا�ظ �یال دوم هما�ظ �ظ رحظ کگ�یرد، حپ و�ده �ب �ظ �ظ ی دس�ت وحب ک�ظ �یالی ا�ظ �ظ هسش رحظ اکگر حپ

ه�ت میدهد و �یال �یرو�ظ حب ه �ب د: �ی� �یال�ش �ا ا�ظ مرکرظ �ب ا�ظ میک�ظ های �ا �ب ا�ظ و�ج �ت هسا�ظ �ظ رحظ کگ�یرد، حپ ده �ا �ب �تهسش اسش ا�کگدظ ک�ظ �یال ک�ظ هسش رحظ اکگر حپ
ا�د؛ ا� میکگدظ دوم �ا ک�ظ

م ی لا�ظ د و د�یکگر �پاس�ظ ی �ا �تمام میک�ظ ا�ظ �تط �ب ده �ظ �تهسش اسش ا�کگدظ ر�ی�ظ �یال ک�ظ ک�ظ �وی اآحظ هسش رحظ د، حرک�ت حپ اسش ده �ب ما�ظ های �ظ ا�ظ و�ج �ت اکگر �ظ
. �یس�ت �ظ

اه� �ی� دو� اهیِ �بیحپ �ظ داِ� م�ت ه�ت دا�د. هر کگرا�ظ حب ود �ظ اهکی وحب ود؛ �پ� حپ ا��ج میسش �یکا�ظ حظ کم �ی� �پ و�ج دس�ت ا�یا�ظ ا�ظ مرکرظ هر �ظ د� �پ
. ده اس�ت ر�ظ هسا�ظ �ب رحظ را�ی�ظ حپ ا�ب �ظ ود. �ب ام �أسی �تکرا� میسش �ب ی سرا�ظ روحب های حظ �یکا�ظ الکرد�ظ �پ �ب ا د�ظ دا� دا�د: �ب ه�ت حب

�یم. ا�ب�ت میک�ظ �تدا دو لم کمکی �ا �ش ا�ظ دا��یم. ا�ب �ی ها �ظ و�ج �یع عمومی�تری ا�ظ �یالها د� �ظ ه �تو�ظ عد �ب های �ب �ش رای �ب�ظ �ب
.) ارذ اههای م�ب ا�یکگ ه حب ص�یص �ب �ذ رای هرلم ۱ )�ت رد. اکگر �ب �ظ �ترا� کگ�ی ا�یکگاههای مع�ی ی حب ع�ظ د د� �ب یء می�توا�ظ د سش �ظ �ید هر �ی� ا�ظ حپ ر�ظ ک�ظ  �ظ

موعهٔ  کم qم�ب موع دس�ت ا، د� م�ب �ی ا�یی ا�ظ اسش ما�یرظ �ترا�q-�ت ا�ظ و م�ت ا�یکگاههای م�ب ا �ا د� حب �ی د، می�توا�ظ همهٔ اسش اسش ه �ب �ت ود داسش ا�ظ وحب ا�یکگاه م�ب  حب
داد.

. ا�ت یء ��ش�ج د. اکگر سش ا �ا �ترا� ده�ی �ی ر�ی�ظ �تعداد ممک�ظ ا�ظ اسش �ت �یسش �یایp �ب عد همهٔ اسش ، �ب �ش ا�ظ ا�یکگاههای م�ب ، س�پ� همهٔ حب س�ت اآ�ظ ه، �ظ�ظ �ت کگر�ظ  �ترا� �ظ
و�ده �س�ید�یم، حظ اد و علام�ت ا�یکگاه اآ�ظ ه �ی� حب د. اکگر �ب �ی �ید و ا�ی�ظ دو کگام �ا �تکرا� ک�ظ �ظ رظ و�ده �ا علام�ت �ب حظ ا�یکگاههای علام�ت �ته د� حب �ترا�کگر�ظ �ی�ش �پ ا�ظ

ا کرد و  هحب ا�ب ا �ا �یکی�یکی حب �ی اآمده اسش هدس�ت رهٔ �ب �ی �ب �ظ .pمی�توا�ظ د� ام�تداد �ظ کگا� اس�ت اسا�ظ ا�ب �ظ �ت�ظ ود�ظ ا�ظ ه�ب �ظ �ی �یسش ا �ب  �ا هم �ترا� داد؛ ا�ی�ظ �ب
و�ده �یکی حظ ای علام�ت �ی د، اما �تعداد اسش دها�ظ ال سش عظ و�ده اسش حظ ا�یکگاههای علام�ت دا�د. همهٔ حب ود �ظ و�دهای وحب حظ ادِ علام�ت ا�یکگاه اآ�ظ �پ� ه�ی�چ حب

هعلاوهٔ  ا�یکگاهها �ب ا�ظ اآ�ظ حب : �اح�ب ر اس�ت �ت �یسش و�ده�pب ود علام�ت حظ ، حظ ا�ظ اس�ت و�ده م�ب حظ ای علام�ت �ی رای �یکی ا�ظ اسش ا�یکگاهی که �ب �ی�ظ هر حب �ظ . هم�پ
 . ا�ت�ظ �ظ د؛ �ت ر�ظ ا کم�ت �ی ا�ظ ا�ظ اسش ا�یکگاههای م�ب را�ی�ظ حب ا�ب �ظ . �ب □اس�ت

 •
 •

 •
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ه(. �ذ کگال �م�ی هٔ حپ ها در ه��ت و�ج ا لم ۲ )رذ �ب ه د� ا�ی�ظ �ذ کگال �م�ی هٔ حپ ی ه��ت �یرکگرا�ظv(H)≥3 ،e(H)=2v(H)−2 اس�ت که H کگرا�ظ ، و هر �ظ
ا Fسرهٔ  ر v(F)≥3 �ب د 2v(F)−3 حداک�ش �ی ر�ظ ک�ظ و�ده H �یال دا�د. �ظ حظ �ظ �یال علام�ت �ی س�ت �ی�ظ هس�تهای اس�ت و �ظ�ظ �ظ ه�ت دادهa→b حپ  حب

. ده اس�ت سش
ه  های که ه�ی�چ �یالی �ب هکگو�ظ �ت داد، �ب ه �یکی ا�ظ دو سر�ش �ظس�ب اً دو �یالaمی�توا�ظ هر �یال �ا �ب �ت �ی ه هر �أ� د�یکگر د�ت ود، �ب سش �ت داده �ظ  �ظس�ب

ود، و �یال  �ت داده سش ه �abظس�ب ود.b �ب �ت داده سش  �ظس�ب
د �یال د�یکگری  �ی ر�ظ ک�ظ ما�یرظ ا�ظ �c→dظ ود دا�د و ab، م�ت الا، a≠c، وحب روط �ب ر سش و�ظ �ب رظ �ید که ا�ظ رکگرظ ا�ظ �ب �ظ ��ی� �ا حپ ه cd. می�توا�ظ �ت�ظ  �ب

c.ود �ت داده سش  �ظس�ب

ه �ی� �أ� �ا  ده �ب دادهسش �ت ��ی�، دو �یال �ظس�ب و�ج �آ�ن ر�أس�پ� ا�ظ �ت�ظ م.رن ام�ی  می�ظ
. ا�ت رظ ��ش�ج رای هر �أ� حب رد.a �ب ود �ترا� کگ�ی ا�یکگاه �یکی ا�ظ دو سر حظ د د� حب �تط می�توا�ظ �ید. هر �یال �ظ سا�ظ اد �ب ا�یکگاه اآ�ظ ، دو حب

 ، س�ت ا�یکگاههای abد� حال�ت �ظ�ظ �ی�ش د� �یکی ا�ظ حب ر اآ�ظ b �ا ا�ظ �پ و�ظ �ب رظ ا��ید. د� حال�ت دوم، ا�ظ کگدظ ا�یکگاههای cd �ب د.c �ا د� �یکی ا�ظ حب  �ترا� ده�ی
د.b=cاکگر  ر�ظ او�ت هما�ظ �أ� �ا میکگ�ی �ظ ا�یکگاه م�ت د، ا�ی�ظ دو �یال دو حب اسش  �ب

واه  موعهای دل�ظ �یم. م�ب ر�سی میک�ظ ده �ب ا�تیما�ظ رای �یالهای �ب رط لم ۱ �ا �ب ردا��ید و Qسش ها �ا �ب موعهٔ همهٔ سرهای اآ�ظ �یالها،X ا�ظ اآ�ظ  �ا م�ب
رظ  ا aحب د. �ب ام�ی �ظ ا هر دو سر د� H �تعداد �یالهای eH(S)، �ب ا�ظ میده�یم. همهٔ �یالهای S �ب سش ده د� Q �ا �ظ مردهسش ا�ظ �یالهای سش  د� م�ی

eH(X∪{a}).د �ظ  هس�ت
موعهٔ �أ�ها سره و  د، ا�ظ �تعر�ی�ظ هس�ته دا��یمX|≥2|اکگر ا�ی�ظ م�ب اسش  �ب

ده ولی د�یکگر د� eH(X∪{a}) د� ab، �یال b∈Xاکگر  مرده سش . �پ� د� هر دو حال�تQ سش �یس�ت  �ظ

، �أ�های  س�ت و�ظ Xد� حال�ت �ظ�ظ .X|−𝟏b∈X|2 ه�ظ ا�ظ اس�ت �ی ر ا�ظ �ظ امساوی )2( ح�تی �ی� واحد �توی�ت د و �ظ ا�یکگاه دا��ظ  حب
ده ا�تیما�ظ ا�یکگاههای �ب د� حال�ت دوم، �تعداد حب

. اکگر  ؛ اکگر c∈Xاس�ت اً طر�ظ �اس�تِ )2( اس�ت �ت �ی . �پ�c∉X، ا�ی�ظ د�ت ر اس�ت اد کم�ت ا�یکگاههای اآ�ظ ا�ه �ی� واحد ا�ظ �تعداد حب ، طر�ظ �اس�تِ )2( دو�ب
�یس�ت �یال  م �ظ د لا�ظ �ی ه ک�ظ ی دا��یم. �توحب ا�یکگاه کا�ظ رظ حب �ی ل cdد� حال�ت دوم �ظ ما��یم: ممک�ظ اس�ت X∪{a} �ا داحظ سش د، وd �ب اسش �ب موعه �ظ  د� ا�ی�ظ م�ب

د. را�ظ میک�ظ �ب ا�یکگاه �ا حب �ظ �ی� حب �ت ��ظ دس�ت هٔ ا�ظ �ظ �ی �تی د� )1( هرظ �ی� واحد س�ظ
�ی�ب X∪{a}=V(H)اکگر  ر�ت ه�ت : �ب ر اس�ت را�ب ده �ب ا�تیما�ظ ا�یکگاههای �ب ا �تعداد کل حب اً �ب �ت �ی ده د�ت ا�تیما�ظ  و 2v(H)−3، �تعداد کل �یالهای �ب

2v(H)−4 رای . �پ� �ب . اکگر Q د� دو حال�ت ی هس�ت ای کا�ظ رظ حب �ی کگاه ⌀=X �ظ . اکگر Q، اآ�ظ �تط ممک�ظ اس�ت �یال Q، د� X={x} �تهی اس�ت ax �ظ

س�ت  د. د� حال�ت �ظ�ظ اسش اد اس�ت و و�ت�تی 𝟏x=b−�2ب ا�یکگاه اآ�ظ . د� حال�ت دوم ax=ab، �یال x=b حب �ته اس�ت �ی�ش �ترا� کگر�ظ  ا�ظ �پ
2−𝟏x=b−𝟏x=c د�ظ ا�ی�ظ عدد رسش ها �اه ��ظ �ظ ؛ �ت اد اس�ت ا�یکگاه اآ�ظ رظ x=b=c حب �ی کگاه �ظ ، ولی اآ�ظ .ax=ab اس�ت �ته اس�ت �ی�ش �ترا� کگر�ظ  ا�ظ �پ

د. د�ظ ر�سی سش � �ب های کوحپ همهٔ حال�ت
��ی� داد.  ده �ا می�توا�ظ �ت�ظ ا�تیما�ظ ر�ترا� اس�ت و همهٔ �یالهای �ب رط لم ۱ �ب □�پ� سش

�ه. �ته�ش ا�ش ار�گ�ذ ها و �یال ��ذ و�ج و�ار رذ ه �أ� �ارذ و�ج �ب کمx اکگر دو �یال �ی� �ظ داد�ظ دس�ت ه�ت ا حب د �ب هسا�ظ می�توا�ظ رحظ د، حپ �ظ اسش ده �ب �ت داده سش  �ظس�ب
�یرو�ظ ا�ظ  ه �ب ها �ب د�ظ �xیکی ا�ظ اآ�ظ اه�سش ر حپ را�ب �ت، ا�ی�ظ �أ� �ا د� �ب �ن د.محا�ن  ک�ظ

ا�ید �ی� �یال  و�ده و سش �ظ �ظ و�ج دس�ت د �ظ �ظ ر�یم. حپ ه کا� می�ب �یر �ا �ب ی �ظ ا�ظ دهحال�ت �ب �ته�ش ��ش �ت دادهک�نارکگدن ه اآ�ظ �ظس�ب ود دا�د؛ �أسی که ا�ی�ظ �یال �ب  وحب
. ده اس�ت �ت سش �ظ ده، ا�ظ �پ�ی�ش م�ا�ظ سش

ه�ت میدهد. �یرو�ظ حب ه �ب و�ج �ب هسا�ظ �یال دوم �ا ا�ظ مرکرظ �ظ رحظ کگ�یرد، حپ و�ده �ب �ظ �ظ ی دس�ت وحب ک�ظ �یالی ا�ظ �ظ هسش رحظ اکگر حپ

 .1

 .2

eH(X∪{a})≤2(|X|+1)−3=2|X|−1. )۱(

|Q|≤2|X|−1−𝟏b∈X. )۲(

2|X|−𝟏b∈X−𝟏c∈X

 •
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ه�ت �یرو�ظ حب ه �ب د: �ی� �یال�ش �ا ا�ظ مرکرظ �ب ا�ظ میک�ظ و�ده �ا �ب �ظ �ظ و�ج دس�ت هسا�ظ �ی� �ظ رحظ کگ�یرد، حپ ده �ا �ب �تهسش اسش ا�کگدظ ک�ظ �یال ک�ظ هسش رحظ اکگر حپ
د. ه اعلام میک�ظ ا�ظ دهٔ �ت �تهسش اسش ا�کگدظ میدهد و �یال دوم �ا �یال ک�ظ

د. دهی �ا کامل میک�ظ ه�ت �تط حب ده �ظ �تهسش اسش ا�کگدظ ر�ی�ظ �یال ک�ظ ده، حرک�ت �وی اآحظ ما�ظ و�دهای �ظ �ظ �ظ و�ج دس�ت اکگر �ظ

د. �ت میک�ظ �ظ ها �ا م�ا�ظ هسا�ظ کمکم همهٔ مرکرظ رحظ �ی�ب حپ ر�ت د�ی�ظ �ت �ب

و�ده. �ظ �ظ و�ج دس�ت ده و �ظ سش �ت �ظ کل ۵. مرکرظ م�ا�ظ سش

ب(
ک�ظ  هسش رحظ س�ت حپ �ید حرک�ت �ظ�ظ ر�ظ ک�ظ ر�ید. �أ� �a→bظ �ب ه کا� �ب س�ت لم ۲ �ا �ب �ش �ظ�ظ �ظ . �ب �یس�ت و �یال a اس�ت اه� �ظ و�ج �أ� ab د�یکگر حپ  د� �ظ

b و�ج �ا میکگ�یرد و ا�ظ و�اً �یال دوم ا�ی�ظ �ظ هسا�ظ �ظ رحظ ه�ت میدهد.b �ترا� دا�د. حپ �یرو�ظ حب ه �ب  �ب
رظ  را�ی�ظ هر �أ� حب ا�ب �ظ ه�ت میدهد. �ب �یرو�ظ حب ه �ب و�ج �ا میکگ�یرد و ا�ظ مرکرظ اآ�ظ �ب هسا�ظ �یال دوم هما�ظ �ظ رحظ ، حپ ک�ظ هسش رحظ عدی حپ �aپ� ا�ظ هر حرک�ت �ب

دا�د. اه� �ظ ها�یی حپ دهی �ظ ه�ت �ت و حب واهد داسش ی حظ روحب �یکا�ظ حظ رظ �ی� �پ �ی �ظ
. ده اس�ت سش ا�ظ کاملاً �تعر�ی�ظ �ظ رد هم�پ د؛ �اه�ب ا�یا�ظ ادامه می�یا�ب ا �پ ی �ت ا�ظ ود �ب �ته سش ود�تر ساحظ ، ح�تی اکگر دو� �ظ �ش �ظ رط ا�ی�ظ �ب �ت سش ط�ب

پ(
س�ت  هسا�ظ �ظ�ظ رحظ �ید حپ ر�ظ ک�ظ ا �a→bظ ک�ظ �ب هسش رحظ ه�ت داده و حپ .c→d �ا حب  �پاس�ظ داده اس�ت

دا  �ت ر�یم: a≠cا�ب ه کا� می�ب �ش دوم لم ۲ �ا �ب د. �ب�ظ اسش ه ab �ب ه cd و b �ب ود. �أ� c �ب �ت داده میسش س�ت و �أ� a �ظس�ب ا �یال �ظ�ظ ا �یال دومc �ب  �ب
د. دها�ظ �ت سش �ظ م�ا�ظ

ِ b≠cاکگر  و�ج و�ظ �یال دوم �ظ هسا�ظ اک�ظ رحظ و�ج b �ا میکگ�یرد و ا�ظ b، حپ دهٔ �ظ سش اده�ظ �ظ و�ظ اس�ت ه�ت میدهد. �یال دومِ ه�ظ �یرو�ظ حب ه �ب �تهc �ب اسش ا� کگدظ  ک�ظ
ود. اکگر  و�دهb=cٔمیسش �ظ �ظ و�ج دس�ت هسا�ظ �ی� �ظ رحظ د؛ د� ا�ی�ظ �و��ت حپ �ت کردها�ظ �ظ د و مرکرظ اآ�ظ �ا م�ا�ظ و�ج کاملا�ظ س�ت �ی� �ظ ، دو �یال �ظ�ظ

ا�د. ا� میکگدظ د و �یال دوم اآ�ظ �ا ک�ظ ا�ظ میک�ظ واه �ا �ب دل�ظ
دا�د. ود �ظ اهکی وحب ا�یا�ظ حپ د، د� �پ اسش ده �ب سش ه �ظ �ت ود�تر ساحظ دا� �ظ ه�ت ود. اکگر دو� حب را میسش ده احب �تهسش اسش ا�کگدظ ها و �یال ک�ظ و�ج وکا� �ظ و�ظ سا�ظ اک�ظ

وده، a=cحال�ت  او�ت �ب �ظ و�ظ دو حرک�ت �وی �یالهای م�ت د. حپ ا�تی میما�ظ کا�ظb≠d �ب �ی د. دو �پ �ی رعک� ک�ظ ها �ا �ب �یکا�ظ ه�ت همهٔ �پ ه�ظ حب . د� دظ
ه  س�ت �ب د�ظd→a و �b→aظ�ظ رکگردا�ظ د که �پ� ا�ظ ا�ی�ظ �ب م�ی�ظ میک�ظ ده �ت�ظ ر�سیسش رد حال�ت �ب د. �اه�ب او�ت دا��ظ �ظ دأهای م�ت د و م�ب و�ظ د�یل میسش �ب  �ت

ا�ظ دو� �ظ دا� هم�پ ه�ت ها، دو� حب �یکا�ظ د�ظ همهٔ �پ رکگردا�ظ ا �ب . �ب �ت واهد داسش �ظ ود �ظ مهای وحب سش دهی ا�لی سرحپ ه�ت را�ی�ظ د� حب ا�ب �ظ دا�د؛ �ب ود �ظ اهکی وحب حپ
د. دا� میما�ظ ه�ت حب

د. م�ی�ظ میک�ظ ده �ا �ت�ظ واس�تهسش هٔ حظ �ی�ظ هسا�ظ �یکی ا�ظ دو کگرظ رحظ �پ� حپ

 •

 •
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ت(
های  �یرکگرا�ظ ا�ظ �ظ �یم. ا�ظ م�ی دا میک�ظ م کگرا�ظ �ا حب �ش لا�ظ �ظ دا �ب �ت کم Gا�ب مول2v−2 که دس�ت ر سش �ظ د، �یکی �ا که ا�ظ �ظ  �یال و حدا�تل سه �أ� دا��ظ

ا�ب و  �ت�ظ ه اس�ت ا�ظ �ظ کگاهHکم�ی م. اآ�ظ ام�ی  می�ظ

�یرکگرا�ظ سرهٔ  �ی�ظ هر �ظ �ظ �ظ کرد. هم�پ د �ی� �یال �ا حدظ ، میسش �ت ود داسش �تری وحب �یسش �یرا اکگر �یال �ب ا �F⊊Hظ ر v(F)≥3 �ب  �یال2v(F)−3 حداک�ش
ای  ه حب ه �ب د. �پ� Hدا�د؛ وکگر�ظ ا�ب میسش �ت�ظ .H ا�ظ ه اس�ت �ظ کگال کم�ی هٔ حپ  �ی� هس�ت

�تط �وی  هسا�ظ �ظ رحظ واه Hحپ �یکا�ظ دل�ظ ا �پ د و �ب ی میک�ظ ا�ظ �یرو�ظ a→b �ب ک�ظ �ب هسش رحظ ه کرد که هر حرک�ت حپ ا�ید �توحب �تط �ب د. �ظ ا�ظ میک�ظ ، د�H اآعظ
ل  ی داحظ ا�ظ .�Hب و�ب�ت اس�ت د �دکرد�ظ �ظ �ظ  ما�ظ

ک�ظ د�  هسش رحظ �ظ �پاس�ظ حپ �ی س�ت هسا�ظ د� Hاکگر �ظ�ظ رحظ عدی حپ �یم. �پ� ا�ظ حرک�ت �ب را میک�ظ �ش �پ �ا احب �ت �ب�ظ د، ساحظ اسش هایH �ب و�ج ، �ظ
د. �ظ ا�تی میما�ظ ده �ب �تهسش اسش ا�کگدظ و�ده و �ی� �یال ک�ظ �ظ �ظ دس�ت

�یرو�ظ  س�ت �ب رای Hاکگر �پاس�ظ �ظ�ظ س�ت لم ۲ �ا �ب �ش �ظ�ظ �ظ د، �ب اسش و�ج a→b �ب هسا�ظ �یال دوم �ظ رحظ �یم. حپ را میک�ظ هb �ا میکگ�یرد و ا�ظ b احب  �ب
ه�ت میدهد. �پ� ا�ظ اآ�ظ د�  �یرو�ظ حب د.�Hب ا�تیا�ظ و�ده �ب �ظ �ظ های دس�ت و�ج �تط �ظ  �ظ

�یرو�ظ  ک�ظ �ب هسش رحظ �یس�ت و حپ دهای �ظ �تهسش اسش ا�کگدظ د. اکگر �یال ک�ظ و�ظ �ی�ظ مد�یر�ی�ت میسش �ظ عدی حپ ا�ظ�Hدهای �ب های �ا �ب ا�ظ و�ج �ت هسا�ظ �ظ رحظ د، حپ ی ک�ظ ا�ظ  �ب
�یرو�ظ  ا�ظ �ب ک�ظ �ب هسش رحظ د و حپ اسش ه �ب �ت ود داسش ده وحب �تهسش اسش ا�کگدظ ا�د. اکگر �یال ک�ظ ا� میکگدظ د و �یال دوم �ا ک�ظ هسا�ظ هما�ظ �یالHمیک�ظ رحظ د، حپ ی ک�ظ ا�ظ  �ب

ه و�ج �پاس�ظ میدهد؛ �ب و�ده �وی �یال دوم هما�ظ �ظ �ظ �ظ و�ج دس�ت ه حرک�ت د� �ظ د. �ب دهای �ظمیما�ظ �تهسش اسش ا�کگدظ ا�ه �یال ک�ظ ه�ت میدهد و دو�ب �ا حب
د، همهٔ �یالهای  ما�ظ ی �ظ اس�ب عدی �پاس�ظ میدهد. و�ت�تی ه�ی�چ �یال م�ظ و�ج �ب کرد�ظ �ظ ا�ظ ا �ب ده �ب �تهسش اسش ا�کگدظ د.Hحرک�ت �وی �یال ک�ظ ها�ظ �ت ه�ت کگر�ظ  حب

�یرو�ظ  های �ب �تل ا�ظ حرک�ت را�ی�ظ مس�ت ا�ب �ظ هسا�ظ �وی �Hب رحظ د، حپ اسش ده �ب سش ه �ظ �ت ود�تر ساحظ مهH، اکگر دو� �ظ سش اه� �یا �بیسرحپ دهیای �بیحپ ه�ت  حب
دهی ه�ت د. هر حب و�ظ ه مرکرظ وا�د میسش ، �ب و�ج رو�ج ا�ظ مرکرظ �ظ ای حظ ه حب د: �ب لا�ظ ا�ب ه�ت م�ت ها د� حب مه« همهٔ �پاس�ظ سش هٔ »�بیسرحپ احظ د. د� سش میسا�ظ

. ده اس�ت ر�ظ هسا�ظ �ب رحظ دا� دا�د. �پ� حپ ه�ت مه �ی� دو� حب سش اه� �یا �بیسرحپ اهیِ �بیحپ �ظ م�ت
د: ها�ظ س�تکگیها �ی�طر�ظ وا�ب

ود. اده �ظمیسش �ظ ا�ت �۹ت اس�ت �ب �ش ۹ال�ظ د� ا�ش �ب�ظ

ث(
ا  م �ب �ت�ظ  �أ� دا��یمNد� �ی� کگرا�ظ ۴-م�ظ

د.  �ی رامو�ش ک�ظ دهٔ او �ا �ظ دادهسش ه�ت �ظ �یال حب �ی س�ت د، �ظ�ظ ا�ظ ک�ظ ک�ظ اآعظ هسش رحظ . اکگر حپ ده اس�ت ر�ظ �ش ال�ظ �یا �ت �ب �ظ د، ا�ظ �ب ا�ظ ک�ظ هسا�ظ اآعظ رحظ اکگر حپ
2N−1≥2N−2دا�ی میدهد که �تماماً ا�ظ ه�ت �ش �ت دو� حب د. �ب�ظ ی میک�ظ ا�ظ س�ت �ب ها �ظ�ظ ا�ظ اآ�ظ هسا�ظ م�ی رحظ و�ظ حپ ده و اک�ظ ه�ت ما�ظ دو�ظ حب  �یالِ �ب

. ده اس�ت ک�یل سش ده �تسش ا�تیما�ظ �یالهای �ب
�ظ�  ا حب �یر �ب دظ �پ ه�ت س�ته و حب د�ظ سلولی �وی س�� �ب ا�ظ سش و�ظ �ی� �ظ ر�ید. g≥1اک�ظ کگ�ی ر �ب �ظ هٔ م�تمم کگرا�ظ �ی� د�یس��لولی �ا د� �ظ ی هر مؤل�ظ  �یع�ظ

هها  ام�یم. �تعداد وحب ه می�ظ هها �ا وحب ؛ ا�ی�ظ مؤل�ظ ؛ �پ�fاس�ت ه اس�ت لع دا�د و هر �یال د� مر�ظ دو وحب ها� �ظ ه حپ د. هر وحب اسش  �ب

�یهٔ سلولی دا��یم رظ رای ا�ی�ظ �ت�ب �ب

e(H)=2v(H)−2.

 •

 •

.ت9→پ9,ب9→لمهای ۱ و ۲

2e=4N,e=2N.

4f=2e,f=e2.

N−e+f=2−2g.

ویرایش ۷ · فارسیِ بازبینیشده راهحلهای ل.ک.ت.گ

19



ر�یم. کم�ی�ت  �ب ه کا� �ظ هٔ اآماده �ب �ی د �ی� �ت�ظ �ظ رمول �ا ما�ظ ا ا�ی�ظ �ظ �یه کو�تاهی میده�یم �ت د. اکگر�V−E+Fتوحب ر �ظمیک�ظ �ی �ی عظ کرد�ظ �ت �یر دو عمل ��یرظ  �ظ
ا��یم،  کگدظ ه �وی �یال �ب ا�ظ �تس�یمE و �Vأسی �ت ه �ت ه دو وحب �یم و اآ�ظ �ا �ب ه کما�ظی ساده �سم ک�ظ د. اکگر د�و�ظ �ی� وحب و�ظ �یاد میسش  هر دو �ی� واحد �ظ

�یم،  اF و Eک�ظ هحب ا�ب د: �یالهای �یکی �ا ا�ظدکی حب �ترکی دا��ظ کرد�ظ مسش اهی ا�ظ �ی� س��، ��یرظ �ظ �یهٔ سلولی م�ت رظ د. هر دو �ت�ب و�ظ �یاد میسش  �ی� واحد �ظ
د. �پ�  �ی �تس�یم ک�ظ ها �ت ا کما�ظ اح�یههای حا�ل �ا �ب ا�ظ �ظ �ی ر�ید و د� �و��ت �ظ کگ�ی اطع �ا �أ� �ب �ت اط �ت �ت �ید، همهٔ �ظ �یهV−E+Fٔک�ظ رظ  �ا می�توا�ظ �وی �ت�ب

�ظ�  دا�د س�� حب ا�ظ ا gاس�ت لعیای �ب د�ظ �ظ لع که د� 4g حسا�ب کرد: حپ د�ظ �ی� �أ�، 2g �ظ ا�ظ س�ب د. �پ� ا�ظ حپ و�ظ ده میسش ا�ظ س�ب ه هم حپ و�ج �ب 2g �ظ

را�ی�ظ  ا�ب �ظ ه دا��یم؛ �ب .�V−E+F=1−2g+1=2−2gیال و �ی� وحب
ا�ی  ایکگدظ ا حب ه دس�ت میاآو��یم�f=e/2ب  �ب

رای  کم �g≥1ب دا� دس�ت د، �پ� ا�ظ حرک�ت او2N، ا�ی�ظ م�ت ا�ظ ک�ظ ک�ظ اآعظ هسش رحظ ر�یم. اکگر حپ ه کا� می�ب �ش �ت �ا �ب د، �ب�ظ ا�ظ ک�ظ هسا�ظ اآعظ رحظ . اکگر حپ  اس�ت
کم  .2N−1دس�ت ده اس�ت ر�ظ ا�ظ �ب �ی�ب اآعظ ر�ت ا هر دو �ت هسا�ظ �ب رحظ �یم. حپ را میک�ظ ها احب �ش �ت �ا �وی اآ�ظ ا�ظ �ب�ظ د و �ب  �یال میما�ظ

ج(
�یم اهیای میسا�ظ �ظ های م�ت و�ظ کگرا�ظ . اک�ظ ده اس�ت ر�ظ ک�ظ �ب هسش رحظ ، حپ ا�ظ �ی�ب اآعظ ر�ت ا هر دو �ت اهی، �ب �ظ ام�ت عی �ظ کهٔ مر�ب �ب �یم �وی سش ا�ظ مسٔ�لهٔ ۸ال�ظ میدا�ظ

د. اسش ده �ب ر�ظ هسا�ظ �ب رحظ ، حپ �ی�ب ر�ت ا هر دو �ت ها �ب که د� اآ�ظ
رای  ا��ید�R≥0ب کگدظ  �ب

ی �یع�ظ

هٔ  دا�ظ ه ا�ظ �ت�ه �ب اً د� �ی� م�ظ �ت �ی د که د�ت ه هم و�لا�ظ هٔ 1±و دو �أ� و�ت�تی �ب د. �أ� ��یسش �ظ اسش ه �ب �ت او�ت داسش �ظ ر�یم.(0,0) �ا vR �ت  میکگ�ی
د: ا�ظ �ظ �ی �ظ ا�ام�ترها حپ �پ

و�ظ  .L≥3حپ ده اس�ت ر�ظ ا�ظ �ب �ی�ب اآعظ ر�ت ا هر دو �ت هسا�ظ �ب رحظ ، حپ �ش �ش �ب �ب�ظ هموحب ؛ �پ� �ب م اس�ت �ت�ظ ، کگرا�ظ ساده و ۴-م�ظ
عاع  هدا� سش ر �Rیاداآو�ی: �تو�پ ��یسش ه حداک�ش ا�ظ ا�ظ ��یسش ا�لهسش ا�یی �وی �أ�ها�یی اس�ت که �ظ �یرکگرا�ظ ال�ت ا�ید ا�ی�ظ �تو�پ �اR، �ظ �تط �ب . �ظ  اس�ت

ای  دهٔ �یک�ت ما�ی�ظ �یم. هر �أ� اآ�ظ �ظ ر�سی ک�ظ اℤ2∋(x,y)�ب  �ب

هٔ  ما�ظ �ی د �پ �ظ می�توا�ظ او�ت �ظ �ظ دهٔ م�ت ما�ی�ظ ر Lدا�د. دو �ظ ها حداک�ش �ت�هٔ اآ�ظ او�ت هر م�ظ �ظ �یرا �تد�م�ل�ت �ت د، �ظ �ظ اسش ر �ب را�ب ی »ا�ظ2R<L �ب ا�ظ . �یال ا�ظ  اس�ت
ر  �ت�ه حداک�ش او�ت دو م�ظ �ظ میاآ�ید: �تد�م�ل�ت �ت ره هم �پد�ید �ظ �ب �ظ « حپ ر �2Rوی د��ظ را�ب ا�ید �ب �ب �ب رای همسا�یکگی کادظ ، ولی �ب L−1=2R+2 اس�ت

اً هما�ظ همسا�یکگی د�  �ت �ی د. �پ� همسا�یکگی د�و�ظ �تو�پ د�ت اسش .�ℤ2ب  اس�ت
عاع  هدا� سش های ��یسش ه �تو�پ �ی�ب �ت د.Rد� �ظ ا�ظ ال�ظ دهها م�ظ ر�ظ ، �ب ا�ظ �ی�ب اآعظ ر�ت رای هر �ی� ا�ظ دو �ت د، اما �ب ا�ظ �ت  همر�ی�ظ

e=2N+4g−4.

L=2R+3,GR=CL□CL.

V(GR)=(ℤ/Lℤ)2,

|V(GR)|=L2=(2R+3)2,|E(GR)|=2L2=2(2R+3)2.

|x|+|y|≤R
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C. رنگکردن یالها و بازیهای کلیکی

۱۰. نخستین مثلث تکرنگ
. رای هر �پا��ذ .n≥5 �ب ده اس�ت ر�ظ ی �ب ، اآ�ب

م. �ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ �ظ �پاس�ظ �ترمرظ ا�ظ �ی س�ت ر اس�ت ا�ی�ظ �أ�ها �ا �پ� ا�ظ �ظ�ظ ه�ت د؛ اما �ب اده میک�ظ �ظ �ج �أ� اس�ت �ظ ر ا�ظ �پ رد حداک�ش �اه�ب
ا �یال  ی �ب .P1P2اآ�ب �یر اس�ت �ی�ظ حرک�ت �ترمرظ �یکی ا�ظ دو حال�ت �ظ س�ت د. �ظ�ظ ا�ظ میک�ظ  اآعظ

ا  رمرذ �ب �ترک دارد.P1P2حال�ت ۱: �یال �ت �ید که �یال �ترمرظ  �ر م�ش ا�ظ عو�ظ ک�ظ �ظ ام سرها �ا حپ هٔ P2P3 �ظ ا�ظ د و دو �أ� �ت اسش  �اP4,P5 �ب
ی  د. اآ�ب �ی �ی�ظ رکگرظ د �P2P4ب و�ظ �تهد�ید میک�ظ د. اک�ظ ی P1P4 �ا ��ظ�گ میک�ظ ل�ش اآ�ب کگ�یرد و م�ش ود�ش P1P2P4 �ا �ب ا� حظ احپ د؛ �پ� �ترمرظ �ظ  �ا کامل ک�ظ

P1P4.ود ده سش ر�ظ د �ب می�توا�ظ و�ظ �ظ ا دو �یال ه�ظ رد. �ترمرظ �ب  �ا میکگ�ی
ی  د �یکی ا�ظ دو �یالP2P5س�پ� اآ�ب عدی �تهد�ید میک�ظ  �ا میکگ�یرد. د� حرک�ت �ب

ل�ش  رد. اولی م�ش کگ�ی ل�ش �P1P2P5ا �ب د.P2P4P5 و دومی م�ش  �ا کامل میک�ظ
ا  رمرذ �ب �ذ �یال �ت �ی ��ت �ارد.P1P2حال�ت ۲: �ذ�ذ �ترک �ذ م P3P4 اآ�ظ �ا  �ر م�ش �ب �ظ ام�ید و �أ� �پ �ظ ی P5 �ب د. اآ�ب �ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ �گP1P5 �ا ا�ظ  �ا ��ظ

ا  د و �ب ا� P2P5میک�ظ احپ د. �ترمرظ �ظ ی P2P5 �تهد�ید میسا�ظ د:P1P3 �ا میکگ�یرد. س�پ� اآ�ب  �ا میکگ�یرد و دو �تهد�ید میسا�ظ

های  ل�ش �ی�ب م�ش ر�ت ه�ت د.P1P3P5 و P1P2P3ا�ی�ظ دو �یال �ب �ظ  �ا کامل میک�ظ
د: ا�ی�ظ دو �یال �یا  دا��ظ �تر� �ظ ، دو �یال او سر مسش �ی�ش ا�ظ سوم�ی�ظ حرک�ت �ترمرظ ، �پ د �یا P2P3,P1P4د� هر دو حال�ت �ظ . �پ�P3P4,P2P5 هس�ت

ی �تهد�ید د�یکگر دد و اآ�ب �ظ �تط �یکی ا�ظ دو �تهد�ید اآ�بی �ا می�ب د. او �ظ �تر� دا��ظ ل�ش سر مسش د؛ هر دو �یال �ی� م�ش سا�ظ ل�ش �ب د م�ش می�توا�ظ ا �یال سوم �ظ �ترمرظ �ب
ود. ده میسش ر�ظ را کرده، �ب �ا احب

رط  رد. سش ود�تر می�ب ی �ظ دد، اآ�ب �ظ �ب ده �ا �ظ �تهسش هٔ کگ�ظ .n≥5اکگر �ترمرظ د� هر مرحله �تهد�ید �یکگا�ظ م اس�ت ما�یرظ لا�ظ �ج �أ� م�ت �ظ ا�ب �پ �ت�ظ رای ا�ظ اً �ب �ت �ی  د�ت

. �گ ل�ش �ت���ظ ی م�ش ا�ظ ه د� �ب مو�ظ کل ۶. دو حال�ت �ظ سش

د. �ظ ما�ظ او هس�ت ، دو �تهد�ید هم�ظ �ظ �ی طحپ د؛ دو �یال حظ ا�ظ میده�ظ سش ی �ا �ظ ع�ی�ت �پ� ا�ظ سوم�ی�ظ حرک�ت اآ�ب هٔ اآ�بی و �ترمرظ و�ظ �یوس�ت �یالهای �پ
ا  ود. �ب مرده میسش رظ کل�ی� سش �ی ، �ی� �أ� �ظ �ش �ظ ا ωB و ωRد� ا�ی�ظ �ب ر�ی�ظ کل�ی�های دو ��ظ�گ و �ب �ت ��گ رظ هٔ �ب دا�ظ موعهٔα(G) ا�ظ �تر�ی�ظ م�ب ��گ رظ هٔ �ب دا�ظ  ا�ظ

�تل کگرا�ظ  م.Gمس�ت ا�ظ میده�ی سش  �ا �ظ

P1P5,P4P5

P2P3وP3P5.
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۱۱. بازی متقارن اردوش
م. �ی �ظ میک�ظ ه کا� می�ود �وسش ا� �ب د �ب �ظ د �ا که حپ �ظ دا �ی� �تر�ظ �ت ا�ب

ی. رصذ � �یالهای �ذ �ذ ر�ذ واهد�ت ده حظ ر�ظ رظ �ب �ی ی وا�تعی �ظ ا�ظ ، د� �ب ده اس�ت ر�ظ ه حر�ی�ظ �ب اد �ب د �یال اآ�ظ �ظ �یک�ظ ح�تی �پ� ا�ظ هد�یهداد�ظ حپ ا�ظ �یم �ب �ت ک�ظ ا�ب  اکگر �ش

�ت و�ب کگ�یرد، حرک�ت�ش �ا �د �ظ ها �ا �ب عداً وا�تعاً �یکی ا�ظ اآ�ظ ر�یم. اکگر حر�ی�ظ �ب �ی�ش مال حر�ی�ظ میکگ�ی ه�ظ ا�ظ �پ ده �ا د� دظ ود. �یالهای هد�یهسش �ب
� ودما�ظ �ا کوحپ ه کل�ی� حظ ودما�ظ �ظ ر ا�ظ ��ظ�گ حظ �ت �یسش ام میده�یم؛ �ی� �یال �ب �ب �یم ا�ظ واس�ت ا حظ ود �ا هرحب �یر حظ اکگرظ یِ �ظ ا�ظ ما��یم و حرک�ت ا�ظ میسش

مرد. ده سش رظ می�توا�ظ حرک�ت �ا �دسش �ی د �ظ اسش ده �ب ما�ظ ادی �ظ ه �یال اآ�ظ �ت ر�سی �ت�ظ �ش مو�د �ب . اکگر د� �ب�ظ ��گ رظ ه کل�ی� حر�ی�ظ �ا �ب د و �ظ میک�ظ

الف(
هٔ �ی�ب �ت ی �ترمرظ �ظ ا�ظ ر هر �ب را�ب ردی دا�د که د� �ب د: اآ�بی �اه�ب �ی ر�ظ ک�ظ لا�ظ حکم �ا �ظ حظ

واه  س�ت �یال دل�ظ امeمیدهد. �ترمرظ د� حرک�ت �ظ�ظ اکرد�ظ �ظ هحب ا�ب ا حب ی �ا �ب رد اآ�ب �یک�ظ دوم اس�ت و �اه�ب ا�ظ د �ب مود میک�ظ د؛ س�پ� وا�ظ  �ا ��ظ�گ میک�ظ
رظ  �یک�ظ اول و همهٔ �یالهای �ترمرظ حب ا�ظ �ت�ش �یالهای �ب ی، �یالهای اآ�بی وا�تعی �ظ ر�ظ ی �ظ ا�ظ د. د� �ب را میک�ظ ها احب �یک�ظ دوم �ا��eظ�گ ا�ظ �ت�ش �یالهای �ب  �ظ

رد وعده میدهد د. �پ� �اه�ب دا��ظ

یِ �ترمرظ  ا�ظ . �پ� �ترمرظ�eیال ا�ظ ا�ت�ظ �ظ د؛ �ت �ظ ک�ظ م�ی �یک�ظ �ا �ت�ظ ا�ظ ی هر دو �ب �یرو�ظ ما�ظ �پ ا�ید هم�ظ رد �ب را�ی�ظ هما�ظ �اه�ب ا�ب �ظ د. �ب ه �ترمرظ کم� میک�ظ �تط �ب  �ظ
د  د.ωR≥ωBمی�توا�ظ �ظ ک�ظ م�ی  �ا �ت�ظ

ب(
د  ها، �یا اآ�بی می�توا�ظ �ت ی ا�ظ ا�ظ ا�ظ �ت �ب ر�سی د�حظ ا �ب ؛ �ب اهی اس�ت �ظ ی م�ت ا�ظ د �ωR≤ωB+1ب د، �یا �ترمرظ می�توا�ظ �ظ ک�ظ م�ی  �اωR≥ωB+2 �ا �ت�ظ

. اممک�ظ اس�ت ا�ظ میده�یم حال�ت دوم �ظ سش د. �ظ �ظ ک�ظ م�ی �ت�ظ
د  �ی ر�ظ ک�ظ رای �ترمرظ و �Sظ ردی �ب �ظ �اه�ب �ی �ظ �ی�ظ حرک�ت وا�تعی �ترمرظ �ا f حپ س�ت د. �ظ�ظ اسش س�ت اآ�ظ �ب واهد e حرک�ت �ظ�ظ د. اآ�بی میحظ ام�ی �ظ اS �ب  �ا �ب

د. را ک�ظ ها احب ا�یی ��ظ�گ هحب ا�ب حب

�شeاکگر �پ� ا�ظ  �ظ واهِ �ب هٔ دل�ظ �ت رای �ت�ظ �تط �ب ه �ظ �تط �ی� �یال دا�د. ا�ی�ظ ملاح�ظ �یرا �ترمرظ �ظ ، �ظ د�یهی اس�ت د، حکم �ب اسش ده �ب اد ما�ظ ر �ی� �یال اآ�ظ  حداک�ش
؛ �وی  م اس�ت ما�ظ�Kn ،n≥3پ لا�ظ رای اآ�بی هم�ظ ده �ب �تهسش رد ساحظ ا وعدهٔ �اه�ب رد �ترمرظ �ب ، وعدهٔ �اه�ب . د� هر دو حال�ت ی هس�ت اد کا�ظ ، �یال اآ�ظ

د. ا�ب�ت میک�ظ ، حکم �ا �ش ا�ت�ظ �ظ . �ت �یس�ت د�ظی �ظ سش

پ(
ود�ظ �ی� �یال عدد کل�ی� �ا رظ ود که ا�ظ م �ب �ت�ت لا�ظ �ی ی و ا�ی�ظ ح�ت ا�ظ ود�ظ �ب اهی�ب �ظ �تط م�ت ؛ �ظ �ت ر�ظ ه کا� �ظ ود�ظ کگرا�ظ �ب ، کامل�ب های ال�ظ و �ب ا�ت �ب د� ا�ش

اهی  �ظ هٔ م�ت �ت ا�ت �وی هر �ت�ظ �ب د. �پ� هر دو ا�ش �یاد میک�ظ ر �ی� واحد �ظ ر و اآ�بیGحداک�ش کم ��ظ ل �ا دس�ت ا�ظ �ظ ه، �ترمرظ �ت �ظ ه�ی ی �ب ا�ظ ا �ب د. �ب ا�ظ  د�س�ت
ر  را�ب ل �ب ا�ظ �ظ را�ی�ظ �ت ا�ب �ظ د؛ �ب ر �ی� میک�ظ .1 �یا 0حداک�ش  اس�ت

ωB>ωR

ω(R−e)>ω(B).

ی ،e≠f اکگر•  اً ا�ظ f اآ�ب �ظ د و س�پ� ع�ی رد S �ا ��ظ�گ میک�ظ د. �اه�ب �یروی میک�ظ و�ت�تی �وی �یالهای اآ�بی و �یالهای �ترمرظ ،S �پ

رظ هحب دهد e �ب ا�ید �ب ود، �ب را سش �ظ �ی� .ωB≥ω(R−e)+2≥ωR+1 احب �ت�ت میاآ�ید که حدظ �ی امساوی دوم ا�ظ ا�ی�ظ ح�ت �ظ

کگا� اس�ت اسا�ظ ا وعدهٔ �ترمرظ �ظ د. ا�ی�ظ �ب ر �ی� واحد کم میک�ظ .�یال، عدد کل�ی� �ا حداک�ش

واه ،e=f اکگر•  اد دل�ظ ی g اآ�بی حرک�ت اآ�ظ ر�ظ ی �ظ ا�ظ د. د� �ب م می�پوسش سش ام میدهد و ا�ظ اآ�ظ حپ �ب �ظ �یال e �یال ،S �ا ا�ظ �ی س�ت �ظ�ظ
های اآ�بی وا�تعی ا�ظ حرک�ت دوم های حر�ی�ظ و حرک�ت �ت�ش حرک�ت های �ترمرظ وا�تعی ا�ظ حرک�ت دوم �ظ ؛ حرک�ت اآ�بی اس�ت
های �ت�ش �پاس�ظ را�ی�ظ S �ظ ا�ب �ظ د. �ب ر �ی� .ω((B−g)+e)≥ω(R−e)+2 �ا دا��ظ ود�ظ �ی� �یال عدد کل�ی� �ا حداک�ش رظ ا�ظ
�یم. �پ� طر�ظ �ظ ک�ظ د �یکی ا�ظ دو سر اآ�ظ �ا حدظ اده میک�ظ �ظ ه اس�ت ا�ظ ی اس�ت ا�ظ هر کل�یکی که ا�ظ �یال �ت د؛ کا�ظ �یاد میک�ظ واحد �ظ

�پ )*( ا�ظ �تر و طر�ظ �اس�ت ا�ظ ω(B)+1 حپ �یسش ه ω(R)+1 �ب �ی�ب �ت . �ظ �یس�ت ر �ظ .اس�ت ωB≥ωR کم�ت

)*(
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ت(
س�ت �ترمرظ �وی  ده ا�ظ uv �یال Kn+1حرک�ت �ظ�ظ سش ا��ج �یم و همهٔ �یالهای د�یکگرِ حظ د. �ترمرظ �ا �توی�تر میک�ظ اسش ه اوv �ب ه�ظ �ب رظ د� دظ �ی  �ا �ظ

هٔ �پا� nمیده�یم. �وی  �ت ده �ی� �ت�ظ ا�تیما�ظ راKn �أ� �ب �یک�ظ اول �ا احب ا�ظ دهٔ �ب ر�ظ رد �ب د. اآ�بی �اه�ب ی میک�ظ ا�ظ س�ت �ب  دا��یم که اآ�بی د� اآ�ظ �ظ�ظ
؛ اکگر  و�ب�ت اس�ت ی �د �ظ ر�ظ ی �ظ ا�ظ �ته د� �ب �یرو�ظ ا�ی�ظ �ت�ظ د. حرک�ت �ترمرظ �ب رد.Knمیک�ظ اد د�یکگری �ا میکگ�ی د، اآ�بی هر �یال اآ�ظ اسش ده �ب  �پر سش

ر Knاکگر عددهای کل�ی� د�و�ظ ا�ی�ظ  را�ب د، r,b �ب �ظ اسش یِ �ترمرظ b≥r+1 �ب د �أ� همکگا�ظ رد،v. د� کگرا�ظ کامل، کل�ی� �ترمرظ می�توا�ظ �ب ه کا� �ب رظ �ب �ی  �ا �ظ
د. �پ� می�توا�ظ ی �ظ ولی کل�ی� اآ�ب

. ده اس�ت ر�ظ و�ظ مسٔ�له �ب ا�ظ �ت �ت د و ط�ب ا�ظ می�ب ی �ظ اآ�ب

ث(
ا  د و �xyترمرظ �ب ا�ظ ک�ظ �یک�ظ اول �ا �وی H=Kn+2−{x,y}≅Kn اآعظ ا�ظ دهٔ �ب ر�ظ رد �ب ود، �اه�ب �ی�ظ حرک�ت حظ س�ت د وH. اآ�بی د� �ظ�ظ ا�ظ میک�ظ  اآعظ

�ظ �پاس�ظ میدهد: �ی �ظ س�پ� حپ
ه حرک�ت �ترمرظ د�و�ظ  رد د�و�ظ �Hب �ت هما�ظ �اه�ب  �پاس�ظ میدهد؛H، ط�ب

ه  رای �xzب ا z∈H، �ب رعک�.yz، �ب  �پاس�ظ میدهد و �ب

و�ج  �یرا دو �یال �ظ ، �ظ اد اس�ت ه اآ�ظ لا�xz,yzًپاس�ظ دوم هم�یسش �ب رد �ت یِ �اه�ب د. اکگر �پاس�ظ د�و�ظ و��ظ �ظ د دس�ت �ب �ظ ا هم می�توا�ظس�ت �تط �ب �ی�ش ا�ظ اآ�ظ �ظ  �پ
ده �یا �یالی د�  ام سش �ب ی ا�ظ ی اآ�ب ا�ظ ا�ظ میدهد�Hبه�و��ت �ی� حرک�ت ا�ظ سش ی �ظ ر�ظ د �یالهای �ظ �ظ رد. �تر�ظ اد �ا میکگ�ی د، اآ�بی هر �یال اآ�ظ اسش ده �ب ما�ظ  �ظ

رد �وی  دا�ی وعدهٔ �اه�ب ر �ظمیدهد.Hا�ی�ظ حسا�ب �ی �ی عظ  �ا �ت
کگاه r,b �ا Hعددهای کل�ی� د�  د؛ اآ�ظ ام�ی �ظ د هم b≥r+1 �ب می�توا�ظ کم سه �ظ هٔ دس�ت دا�ظ ا ا�ظ رایy و هم x. کل�ی� �ترمرظ �ب �یرا �ب د، �ظ اسش ه �ب �ت  �ا داسش

. �پ� م اآ�بی اس�ت هر �أ� سوم �یکی ا�ظ دو �یال لا�ظ

ج(
دهٔ  ر�ظ رد �ب �یک�ظ اول �وی �Sاه�ب ا�ظ رای �ب ود.Kn �ب ده میسش ر�ظ هاآسا�ظی �ب ی ا�ظ اآ�ظ �ب �یم که اآ�ب �تی �ا و��ظ میک�ظ ع�ی �تدا و�ظ د. ا�ب �ی �ت ک�ظ ا�ب  �ا �ش

. ��ی�ت ه��ذ ه وصذ ه H≅Kn �أ�ها �ب د و:u,v1,v2 و سه �أ� و�یرش دها�ظ �تس�یم سش  �ت

رد Hد�و�ظ  ا �اه�ب ی �ب ر ا�ظ �ترمرظ دا�د، �یا S، اآ�ب �ت �یسش و�ظ �ی� �یال �ب ا�ظ کرده و اک�ظ ؛H اآعظ ده اس�ت  کامل سش
ه uهمهٔ �یالهای  د؛uv1,uv2 �ترمرظ و H �ب یا�ظ  اآ�ب

v1v2 تر�� موعهای v1,v2 �ترمرظ اس�ت و همهٔ همسا�یههای �ترمرظ مسش ا T⊂H د� م�ب د.T|≤3| �ب  �ترا� دا��ظ

د. مس�ت��یل  ا�ظ میده�ظ سش ه �ترمرظ �ا �ظ ده �ب ها �یالهای هد�یهسش �ی�ظ طحپ د و حظ دها�ظ سش �یوس�ته ��ظ�گ کل، �یالهای �پ � د�و�ظ اآ�ظ Hد� سش هٔ کوحپ اح�ی T و �ظ

. اس�ت

ωR=r+1≤b=ωB.

 .1
 .2

ωR≤r+1≤b≤ωB.

 •
 •
 •
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. �ش �۱۱ج رد �ب�ظ �ت کمکی د� �اه�ب کل ۷. ساحظ سش

؟ �ه ا��ت ر�ذ ��ی�ت ه��ذ �ب را وصذ ه حرک�ت �ترمرظ د� حپ �ت H �ب ه S، اآ�بی ط�ب ا v1w �پاس�ظ میدهد؛ �ب دهv2w �ب �ظ �ی� �یال هد�یهسش �ت رعک�. کگر�ظ  و �ب
، اکگر  ا�یا�ظ ود. د� �پ و�ب�ت م�سو�ب میسش د، H عددهای کل�ی� دو ��ظ�گ د� �r,bد �ظ �ظ اسش ه دا�د،b≥r+1 �ب ر �ی� �أ� و�یرش ی که حداک�ش . کل�ی� �ترمرظ

ر  ها�ش حداک�ش دا�ظ د r+1ا�ظ می�توا�ظ ه دا�د، �ظ . کل�یکی که دو �أ� و�یرش د ا�ظ v2 �یا v1 �ا همراه u اس�ت �تط می�توا�ظ د؛ �پ� �ظ اسش ه �ب �ت v1,v2 داسش

را�ی�ظ ا�ب �ظ ود. �ب �ته سش ا�ظ ساحظ �ترکسش ر سه همسا�یهٔ �ترمرظ مسش و حداک�ش

ی �یالهای  رظ اآم�ی �گ �یم: هر دو��ظ ا�ب�ت میک�ظ ا �ش حب ع�ی�ظ �ا هم�ی�ظ ا� �ظ س�ی ی �ب را �وی K5 �ی� �K70ی� کرا�ظ �مرظ �ت ا اس�ت �تa+b �ت���ظ�گ دا�د. �ب ا�ب  �ش
ا�ظ  �یم م�ی کم Kb �ترمرظ هس�ت �یا Ka �أ�، �یا (a+b−2a−1)میک�ظ ، �یا دس�ت �ت ا�ب رای �ی� �أ� �ش ی. �ب  همسا�یه ا�ظ �ی�(a+b−3a−2) اآ�ب

کم  ا (a+b−3a−1)��ظ�گ دا�د، �یا دس�ت د. �ب �ی را ک�ظ را �ا �وی هما�ظ همسا�یهها احب �ت ه70=(84) عدد a=b=5 همسا�یه ا�ظ ��ظ�گ د�یکگر؛ اس�ت  �ب
دس�ت میاآ�ید.

و�ظ  . د� حال�ت دوم K5 �ی� H، د�و�ظ n>100حپ س�ت b≥5 �ترمرظ �یا اآ�بی هس�ت . د� هر �و��ت b≥r+1≥6، �پ� r≥5 و د� حال�ت �ظ�ظ
b≥5 ود ه میسش �ی�ب �ت اده ا�ظ )1( �ظ �ظ ا اس�ت .ωB≥ωR و �ب

. ��ی�ت ه��ذ �ت وصذ �ظ �یال �ترمرظ �ا �احذ �ی س�ت س�ت x �یکی ا�ظ سرهای �ظ�ظ د. اآ�بی د� حرک�ت �ظ�ظ ام�ی �ظ . �پ� ا�ظy �ا میکگ�یرد که xy �ب ه اس�ت ا�ظ  �أسی �ت
، �أسی  ه zحرک�ت دوم �ترمرظ ه �ب �ید که �ظ ا�ب ک�ظ �ت�ظ ه x ا�ظ ه �ب �یرو�ظ y و �ظ ود �ب د و هر �یال �ترمرظ موحب اسش ه �ب �ت د.z �ی� سر�ش x,y �یال �ترمرظ داسش اسش  �ب

�یرو�ظ  ر �ی� �یال �ترمرظ �ب علاً حداک�ش : �ظ ا�بی ممک�ظ اس�ت �ت�ظ �ظ ا�ظ �ی �ظ �چx,yحپ ر�ید. �پ� ه�ی کگ�ی ه �ا �ب ا�ظ ه �أسی �ت اس�ب اآ�ظ وکگر�ظ  دا��یم؛ اکگر هس�ت سر م�ظ
دهای د� سش �یال ��ظ�گ

رد  . اآ�بی �اه�ب �یس�ت �ی�ظ حرک�ت �ترمرظ H �ا د� �Sظ س�ت ا �ظ�ظ د و �ت ا�ظ میک�ظ �یرو�ظ e اآعظ yz �یا xz ممک�ظ اس�ت e �پاس�ظ میدهد. �یال H، د� H �ب

ی �یکی ا�ظ  د. اآ�ب اسش ا �xz,yzب اد و �ب �ی�ش ا�ظ e �ا که اآ�ظ رد. �پ او�ت اس�ت میکگ�ی �ظ . �أسی ا�ظ e م�ت �ظ �یالی هس�ت �ی �ظ د، �پ� حپ ود�ظ اد �ب  کهx,y هر دو اآ�ظ
ه دو �أ� د�یکگر دو �یال اآ�بی دا�د،  و�ظ �ب ام میکگ�یرد و دو �أ� د�یکگر uاک�ظ .v1,v2 �ظ

ر�ی�ظ �یال  و�اً �یکی ا�ظ Hاکگر �ترمرظ هم�ی�ظ حالا اآحظ ی �ظ دا�د، اآ�ب ی �پاس�ظ د�و�ظی �ظ �ته و اآ�ب د؛ xz,yz �ا کگر�ظ �ی�ظ میک�ظ ع�ی امها �ا �ت H �ا میکگ�یرد و �ظ

. ده اس�ت ع�ی�ت هد�ظ حا�ل سش کامل اس�ت و و�ظ
�یرو�ظ  ر سه �یال �ب ه �ترمرظ حداک�ش ا ا�ی�ظ ل��ظ علی �Hت �تماع همسا�یههای �ترمرظ �ظ . �پ� احب ده اس�ت ر سه دا�د؛ اآ�ظ �اH د� v1,v2 �ظ هٔ حداک�ش دا�ظ  ا�ظ

ودِ T⊂H ،|T|≤3د�  �ت ی، همهٔ �یالهای م�ظ ر�ظ د �یالهای �ظ �ظ ا �تر�ظ ا��ید. �ب کگدظ ه u، �ب ه T، هر دو �یال هر �أ� H �ب هv1v2، و �یال v1,v2 �ب  �ا �ب
د. �ته سش ع�ی�ت هد�ظ ساحظ اً و�ظ �ت �ی . د�ت �یس�ت ی �ظ �ی� اآ�ب د. ه�ی�چ �ترمرظ هد�یه ده�ی

ωR≤max{r+1,5}. )۱(

H=Kn+3−{x,y,z}

ویرایش ۷ · فارسیِ بازبینیشده راهحلهای ل.ک.ت.گ

24



چ(
�یعی صور�ت م�ٔ�له. �ید: عدد ط�ب �ت �یا �د ک�ظ ا�ب رای هر N �ش ود دا�د �بهطو�یکه �ب �ظKn، اکگر �ترمرظ �وی n≥N وحب م�ی ی اک�ید �ا �ت�ظ �یرو�ظ د �پ وا�ظ �ت  �ب
د، اآ�بی �وی  د.Kn+4ک�ظ اسش ه �ب �ت ده داسش ر�ظ رد �ب  �اه�ب

. ارذ �ش �ب ود.�ب�ذ ا �اهحلی ا�أ�ه �ظمیسش �ب ه، د� ا�ی�ظ �ت �و��ت �پرو�ش  ط�ب

ح(
رای هر صور�ت م�ٔ�له. د: �ب �ی �ت �یا �د ک�ظ ا�ب ود.n≥3 �ش ده میسش ر�ظ ی �ب ه اآ�ب �ظ ه�ی ی �ب ا�ظ ا �ب ، �ب

. ارذ �ش �ب ود.�ب�ذ ا �اهحلی ا�أ�ه �ظمیسش �ب ه، د� ا�ی�ظ �ت �و��ت �پرو�ش  ط�ب

۱۲1:2. بازی نامتقارن 

الف(
ی، هر �یال  ا�ظ ا�یا�ظ �ب د �Knپ� ا�ظ �پ �ی اه اس�ت کهW که د� کگرا�ظ س�ظ کگامی کل�ی� س�ی اً ه�ظ �ت �ی موعهٔ �أ� د�ت را�ی�ظ �ی� م�ب ا�ب �ظ . �ب اه اس�ت �یس�ت س�ی  �ظ

ی د�  د؛ �یع�ظ �ظ اسش �ب �ید و�ل �ظ ا �یال س�ظ د. �پ�Wه�ی�چ دو �أس�ش �ب اسش �تل �ب  مس�ت

ب(
د  �ی �ظ �یال س�ظ �ی س�ت و�اً x,y، دو �أ� د�یکگر �ا �uvپ� ا�ظ �ظ�ظ رظ �ظ کگ�ی �ظ د. حپ ام�ی �ظ د. ا�ظ اآ�ظ �پ� هر �یالxy �ب اه میک�ظ واه د�یکگر �ا س�ی اد دل�ظ  و �ی� �یال اآ�ظ

ا  د �ب �ی .uvس�ظ اه اس�ت �تر� ا�ظ �پ�ی�ش س�ی ها �یال �بیسرمسش �ظ �یرا �ت �تر� دا�د، �ظ  سر مسش
. د� اآ�ظ �K4وی  وی اس�ت رظ او� و �ی� �أ� م�ظ �ید او دو �یال م�ب اً دو حرک�ت دا�د. �پ� کگرا�ظ س�ظ �ت �ی لا د�ت �تلω(W)=2، �ب  و سه �أ� مس�ت

ی  ود دا�د، �یع�ظ هٔ α(W)=3وحب دا�ظ اه ا�ظ ، کل�ی� س�ی �ش ال�ظ �ظ �ب �ب هموحب .2<3. �ب ده اس�ت ر�ظ رظ �ب کگ�ی �ظ  دا�د و حپ

۱۳Kn. بلا و چنگیز روی 

 زوج و چهار یال سیاه در هر پاسخnالف( 
ود.ا�ی�ه. اه میسش و�اً کاملاً س�ی د، �ظ �ی رظ �ی� �یال س�ظ ، حب و�ج ا�ظ دو �ظ لو� م�ی اً هر �ب �ب ر�ی �ت د. �ت �تس�یم میک�ظ اه �ت های س�ی و�ج ه �ظ رظ �أ�ها �ا �ب کگ�ی �ظ  حپ

مه دا�د. سش دا� سرحپ ه�ت کگل حب �ظ د و هر حب �ظ کگلی میسا�ظ �ظ اها حب �ظ �ش اس�ت
ا�ظ همهٔ �أ�ها  �دد� اآعظ ای �آرن رظ های م�ب و�ج رظ �ظ کگ�ی �ظ ی حپ ا�ظ ر�یا�ظ �ب د. د� حب اه ‾�x,xظ ا �یال س�ی و�ج �ا ‾xx �ب ا�ظ دو �ظ ها� �یال م�ی د. حپ لوک میسا�ظ ها�ج  اآ�ظ

ی  دا� کگرا�ظ لو�های علام�ت د؛ �ب دا��ظ لو�ها علام�ت ی �ب ع�ظ ام�یم. �ب د.Fمی�ظ �ظ ها میسا�ظ و�ج موعهٔ �ظ  �وی م�ب
�ید  ه �یال س�ظ  سه حال�ت دا�د.�xyپاس�ظ �ب

اد د�یکگر x,yاکگر  د، دو �أ� اآ�ظ اد�ظ د، �یالهای ‾x‾,y اآ�ظ �ی �ی�ظ رکگرظ های ‾xx‾,yy‾,x‾y �ا �ب و�ج د، �ظ �ی اه ک�ظ لو� X,Y �ا س�ی �ید و �ب سا�ظ XY �ا �ب

د.�Fا د�  �ی �ظ رظ  علام�ت �ب
و�ج xاکگر  اد y اس�ت و ‾X=x,x د� �ظ اد، �أ� اآ�ظ د، �یالهای ‾y اآ�ظ �ی �ی�ظ رکگرظ و�ج ‾yy‾,xy‾,x‾y �ا �ب د، �ظ �ی اه ک�ظ لو� Y �ا س�ی �ید و �ب سا�ظ  �ا �ب
XY ه�ت مو�ت�ت ا حب د.X→Y �ا �ب �ی �ظ رظ  علام�ت �ب

ر دا� حداک�ش لو� علام�ت ر سه و د� �ب لو� �بیعلام�ت حداک�ش د. د� �ب �ی اه ک�ظ ا�ظ �ا س�ی لوکسش ادِ �ب و�ظ اآ�ظ د، همهٔ �یالهای ه�ظ و�ج دا��ظ اکگر هر دو �أ� �ظ
. ده اس�ت اد ما�ظ دو �یال اآ�ظ

ω(گراف سیاه)=α(W).

 .1

 .2
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اد اً دو �أ� اآ�ظ �ت �ی د: اکگر د�ت ع میک�ظ ه �ا ��ظ کل �یکگا�ظ د، مسش اسش م �ب ها�م، اکگر لا�ظ ا �یال حپ رظ �ب کگ�ی �ظ د. حپ ر سه �یال م�ر�ظ سش س�ت حداک�ش د� دو حال�ت �ظ�ظ
اد ها� �أ� اآ�ظ کم حپ �یس�ت �یا دس�ت ادی �ظ لا �یا ه�ی�چ �أ� اآ�ظ �ی�ش ا�ظ هر حرک�ت �ب د. �پ� �پ و�ج اعلام میک�ظ اه و اآ�ظ دو �ا �ظ ا�ظ �ا س�ی سش ا�ظ ده، �یال م�ی ما�ظ

د. واها�ظ ده دل�ظ سش �ظ های م�ر�ظ . حرک�ت هس�ت
ا�ظFکگرا�ظ  ه �ی� �أ� �تد�یمی اآو�یرظ ه �ب ا�ظ د؛ د� �تاعدهٔ دوم �ی� �أ� �ت ه �ا و�ل میک�ظ ا�ظ ه دو �أ� �ت ا�ظ س�ت �یال �ت : د� �تاعدهٔ �ظ�ظ کگل اس�ت �ظ  حب

وی  رظ ها�م �أ� م�ظ ا حرک�ت حپ ده �ب �تهسش ِ ساحظ و�ج ود؛ �ظ .Fمیسش  اس�ت
دهٔ  ا�تیما�ظ های �ب ه�ت ی حب ا�ظ ا�یا�ظ �ب د �Fپ� ا�ظ �پ �ی س�ت س�ظ لو� �تاعدهٔ اول، �یال �ظ�ظ �یم. د� �ب �ی�ظ میک�ظ ع�ی ل xy �ا �ت ا�ب . ا�ظ‾x‾y و �یال م�ت اه اس�ت  س�ی

د. اکگر  اه میک�ظ ، �تاعدهٔ سوم د�یکگری �ا س�ی �یرا �پ� ا�ظ اآ�ظ حرک�ت ود، �ظ �ید میسش ر �یکی س�ظ اه اس�ت ‾xyدو �یال د�یکگر حداک�ش  و اکگرX→Y س�ی
�ید اس�ت  دا� دا��یمY→Xس�ظ ه�ت لو� حب ا��ید. د� هر �ب کگدظ  �ب

و�ج ر �ظ �ت �ی�ش ه �پ ؛ وکگر�ظ �یس�ت ه اآ�ظ وا�د �ظ د �ب �ی ده، ه�ی�چ �یال س�ظ اد ما�ظ ا�یا�ظ �أ� اآ�ظ . اکگر د� �پ �تدا د�س�ت اس�ت لو� �تاعدهٔ دوم ا�ی�ظ ا�ظ هما�ظ ا�ب رای �ب �ب
ه  وی �ب رظ و�ج و �به�و��ت �أ�های م�ظ �ظ و�ج د؛ اآ�ظ �أ�ها �ا �ظ اها�ظ . همهٔ �یالهای اآ�ظ س�ی �ت د.Fمیکگر�ظ ا�ی�ی رظ �ظ �ی  �ب

�ید �ا  ر�ی�ظ کل�ی� س�ظ �ت ��گ رظ ا �Cب ر �ی� �أ� د� C|=s≥2|، �ب و�ج حداک�ش د. ا�ظ هر �ظ ام�ی �ظ ل �ا C، �ب ا�ب موعهٔ �أ�های م�ت . م�ب د. ا�ی�ظ‾C اس�ت ام�ی �ظ  �ب
ل ا�ب دا�، �یال م�ت لو� علام�ت د؛ د� �ب د�ظ اه سش �ید همهٔ �یالهای د�یکگر س�ی �ظ �یال س�ظ �ی س�ت ، �پ� ا�ظ �ظ�ظ لو� �بیعلام�ت : د� �ب اه اس�ت موعه کل�ی� س�ی م�ب

د. دها�ظ اه سش �ید س�ی �ظ �یال س�ظ ل دوم�ی ا�ب �ی�ظ و س�پ� �یال م�ت س�ت �ظ�ظ
داِ�  ه�ت کگل حب �ظ �یرحب ده د� �Fظ دهسش ما�ی�ظ های �ظ و�ج مهای C �وی �ظ سش رای هر c∈C∩X دا�د. �أ� X سرحپ ردا��ید. �ب ‾cq، �یال q∈C\{c} �ا �ب

و�ج د�  : اکگر دو �ظ اه اس�ت ود�ظ Fس�ی مه�ب سش د، ا�ظ سرحپ �ظ اسش رظ X همسا�یه �ب لو� �بیعلام�ت اس�ت و حب ه �ب �ظ cq و )*(؛ وکگر�ظ �ی �ظ اه. هم�پ رظ س�ی �ی  همهحپ
cc‾پ�� . اه اس�ت  س�ی

هٔ  دا�ظ ا ا�ظ اهی �ب ود.s+1کل�ی� س�ی ده میسش ر�ظ رظ �ب کگ�ی �ظ  اس�ت و حپ

 زوج و سه یال سیاه در هر پاسخnب( 
د. واه �پر میک�ظ اد دل�ظ ا �یالهای اآ�ظ ده �ا �ب ا�تیما�ظ رظ سهم �ب کگ�ی �ظ واهد، حپ �ظ ه �ب ا�ظ ر ا�ظ سه �یال �ت ر�یم. اکگر �تاعده کم�ت ه کا� می�ب رد ا�ت�ت�ادی�تری �ب �اه�ب

لو� �ا  کگام�ب وده�ذ د:رذ ا�ظ �ظ �ی �ظ او�دا حپ د. سه �ظ اسش و�ج �پد�ید اآمده �ب د�ظ هر دو �ظ �تهسش �ی�ش ا�ظ ساحظ �ید�ش �پ �ظ �یال س�ظ �ی س�ت ام�یم اکگر �ظ�ظ  می�ظ
؛ اه اس�ت ل س�ی ا�ب ِ م�ت و�ج �یال هر �ظ

؛ اه اس�ت و�ج س�ی ا�ظ دو �ظ �ید م�ی ل هر �یال س�ظ ا�ب �یال م�ت
د. �ظ کگل میسا�ظ �ظ ها حب و�ج کگام �وی �ظ وده�ظ لو�های �ظ �ب

د  �ی ه �یال س�ظ رظ �ب کگ�ی �ظ ده، حپ ام ما�ظ ی�ظ ها� �أ� �ب کم حپ ا و�ت�تی دس�ت �ظ �پاس�ظ میدهد:�uvت �ی �ظ  حپ
ام  ی�ظ د، دو �أ� �ب اما�ظ ی�ظ د و ‾u‾,vاکگر هر دو �ب �ی�ظ رمیکگرظ د.‾uu‾,u‾v‾,vv �ا �ب اه میک�ظ  �ا س�ی

و�ج دا�د و uاکگر  ، v �ظ ام اس�ت ی�ظ د و ‾v �ب �ی�ظ رمیکگرظ د.‾u‾v‾,vv �ا �ب اه میک�ظ  �ا س�ی
د:  اه میک�ظ اد اس�ت س�ی و�ظ اآ�ظ ه ه�ظ لو�، هرحپ د، ا�ظ سه �یال د�یکگر �ب و�ج دا��ظ .‾uv‾,u‾v,u‾vاکگر هر دو �ظ

X→Y,p∈X,q∈Y,pq سفید⇒pq‾ سیاه. )*(

C‾∪{c}

 •
 •
 •
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و�ج �أ�. ا�ظ دو �ظ ها� �یال م�ی لو� حپ کل ۸. �ب سش

ام  ی�ظ اً دو �أ� �ب �ت �ی ا�یا�ظ دو� د�ت د:x,yاکگر د� �پ ا�ظ �ظ �ی �ظ ها حپ د، �پاس�ظ  ما�ظ

ود. را میسش ا�ظ �تاعدهٔ سوم احب �ظ ده هم�پ سش و�ج �ظ �ی�ش �پ ا�ظ �أ�های ا�ظ رای �یال م�ی �ب
ام، ی�ظ امدا� و �ب ا�ظ �أ� �ظ د؛ حرک�ت م�ی کگل میسا�ظ �ظ هٔ حب ا�ظ ا�ظ دو �أ� �ت دا م�ی ام، �یالی حب ی�ظ ا�ظ دو �أ� �ب د: حرک�ت م�ی کگلا�ظ �ظ کگام حب وده�ظ لو�های �ظ �ب
لو� . د� �ب �ید اس�ت ر �ی� �یال س�ظ کگام حداک�ش وده�ظ ر�ظ �ی لو� عظ . د� �ب �یس�ت کگام �ظ وده�ظ ود �ظ و�ج موحب ا�ظ دو �ظ د. �یال م�ی ه �تد�یمی میاآو�یرظ ه �ا �ب ا�ظ �أ� �ت
د؛ �پ� اه میک�ظ اد د�یکگر �ا س�ی د، �تاعدهٔ سوم همهٔ �یالهای اآ�ظ �ی �ظ �یال س�ظ اه اس�ت و �پ� ا�ظ دوم�ی �ید س�ی �ظ �یال س�ظ �ی س�ت ل �ظ�ظ ا�ب کگام، �یال م�ت وده�ظ �ظ

د. �تر� دا��ظ د سر مسش �ظ اسش ا �ب �ید دا�د و اکگر دو �ت ر دو �یال س�ظ حداک�ش
�ید  ا Cکل�ی� س�ظ ر�ید. s �ب کگ�ی ده �ا �ب سش و�ج ا�ظ ‾C �أ� �ظ �ید م�ی . �یال س�ظ اه اس�ت ِ ‾C و C کل�ی� س�ی و�ج کگامِ دو �ظ وده�ظ لو� �ظ �تط د� �ب  ممک�ظC �ظ

ا�یی �وی ا�ی�ظ  کگل ال�ت �ظ . حب ر �یکی اس�ت لو� حداک�ش �ظ �ب �ی �ظ ر sاس�ت و د� هر حپ و�ج حداک�ش ا�ظ s−1 �ظ ر ‾C و C �یال دا�د؛ �پ� م�ی  �یالs−1 حداک�ش
. �أسی  �ید هس�ت �یدی د� v∈Cس�ظ ود که ه�ی�چ همسا�یهٔ س�ظ �یدا میسش دا�د. �پ�‾C �پ  �ظ

اهِ  .s+1کل�ی� س�ی -�أسی اس�ت

ر. �ت ��گ رظ اه و �ب ه کل�یکی س�ی د �ب �ی د�یل �ی� کل�ی� س�ظ �ب کل ۹. �ت سش

.پاسخ ویژه لازم نیستxvxv‾,yv,yv‾yvxv,xv‾,yv‾xyیالهای چنگیزحرکت بلا )۲(

C‾∪{v}
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د  �ی ر�ی�ظ کل�ی� س�ظ �ت ��گ رظ دا�د، اآ�ظ �ا y �ا دا�د ولی xاکگر �ب د. ا�ظ �تاعدهٔ )2(، �أ� C∪{x} �ا �ظ و�یس�ی �ظ ه همهٔ y �ب ه �أ�‾C هم �ب  و هم �ب
دهٔ  �یداسش ؛ �پ� �vپ اه و�ل اس�ت . حال�ت C‾∪{v,y} س�ی �تر اس�ت ��گ رظ د y �ی� �أ� �ب �ی . �یال س�ظ ا��ظ اس�ت �ت ،xy م�ت �یس�ت د �ظ �ی ل�ش س�ظ  د� ه�ی�چ م�ش

�تط  د �ظ �ی د. اکگر کل�ی� س�ظ اه میک�ظ رای هر �أ� سوم، �تاعدهٔ )2( �یکی ا�ظ دو ا�ت�ال �ا س�ی و�ظ �ب �ی�ش ا�ظ �پد�یداآمد�ظ ا�ی�ظ دو �أ�{x,y}حپ د، �پ اسش  �ب
ا  الا �ب �ته و اس�تدلال �ب ود داسش �ید وحب ده �ی� �یال س�ظ سش و�ج �ش �ظ �ظ �ترK3 �ی� s=2د� �ب ��گ رظ داً �ب ه اک�ی ه هم�یسش �ظ �ی �یسش اهِ �ب اه میدهد. �پ� کل�ی� س�ی  س�ی

. اس�ت

 فرد و سه یال سیاه در هر پاسخnپ( 
ا� �ظ �ب �ی س�ت رای �ظ�ظ لا �ب ده و �ب ام ما�ظ ی�ظ د: �یا سه �أ� �ب ه �تو�ت�ظ میک�ظ د و د� �یکی ا�ظ دو ل��ظ ل �ا میسا�ظ ا�ب های م�ت و�ج �ش �ب �ظ د �ب�ظ �ظ �تدا ما�ظ رظ ا�ب کگ�ی �ظ حپ

ده �ا  سش و�ج ها میکگ�یرد. �أ�های �ظ ا�ظ دو �تای اآ�ظ لا �یالی م�ی ده و �ب ام ما�ظ ی�ظ �ج �أ� �ب �ظ د؛ �یا �پ د.�Lیکی �ا لم� میک�ظ ام�ی �ظ  �ب
لا a,b,c �أ�های حال�ت ۱. س�ت �ب هٔ �ظ�ظ ا�ظ د و حرک�ت �ت دها�ظ ا av0 ما�ظ ل�ش v0∈L، �ب رظ م�ش کگ�ی �ظ . حپ د. س�پ� د� �پاس�ظabc، اس�ت اه میک�ظ  �ا س�ی

د  �ی اد ا�ظ �dv ،d∈{a,b,c} ،v∈Lیال س�ظ د؛ د�و�ظ ‾av‾,bv‾,cv، همهٔ �یالهای اآ�ظ اه میک�ظ هاL �ا س�ی �ظ . �ت ر�ترا� اس�ت �ش �ب �ب  �تاعدهٔ سوم �ب�ظ
�ی�ظ  ا�ظ ا �یال اآعظ �ظ �ش ر �یکی ا�ظ av0اس�ت �ید حداک�ش ��یم. کل�ی� س�ظ ود ا�ظ اآ�ظ میکگدظ اهر سش م طظ ا�ظ �یالهای لا�ظ  �ا دا�د. اکگر a,b,c اس�ت که اکگر م�ی

C∪{d} ،C⊂L ،|C|=s،د اسش ، �ب

کم  هٔ دس�ت دا�ظ ا ا�ظ اهی �ب �ید د� s+2کل�ی� س�ی . اکگر کل�ی� س�ظ د.L اس�ت �ش �ب کا� میک�ظ ا�ت �ب�ظ �ب د، ا�ش اسش  �ب
لا a,b,c سه �أ� حال�ت ۲. س�ت �ب د و حرک�ت �ظ�ظ دها�ظ رظ ab ما�ظ کگ�ی �ظ . حپ د:ac,bc اس�ت ا�ظ �ظ �ی �ظ ها حپ د و س�پ� �پاس�ظ اه میک�ظ  �ا س�ی

رای کل�ی� Lد�و�ظ  ود. �ب را میسش موعهٔ C∪{a} هما�ظ �تاعده احب رای C‾∪{b,c}، م�ب ؛ �ب اه اس�ت �تر و س�ی ��گ رظ رای b �ی� �أ� �ب ا��ظ و �ب �ت  م�ت
c ٔموعه د هم C‾∪{a,c}، م�ب می�توا�ظ د �ظ �ی دول )3(، کل�ی� س�ظ س�تِ حب �ب س�ر �ظ�ظ هس�ب . �ب اس�ب اس�ت د.L و هم �أسی ا�ظ a,b م�ظ اسش ه �ب �ت  �ا داسش

ود �یال  رای abحظ . �ب �یس�ت ا� �ظ �ر�ظ رظ حظ �ی ی عادی د� n≥7 �ظ سا�ظ و�ج کم �ی� حرک�ت �ظ ده دس�ت ا�تیما�ظ �ی�ش ا�ظ سه �أ� �ب �ته وL، �پ ود داسش  وحب
ا  کگل �ب �ظ رای s=2اس�تدلال حب اه میدهد. �ب ل�ش س�ی ماً حال�ت ۳ �پ�ی�ش میاآ�ید.n=5 �ی� م�ش �ی �ت  مس�ت

�ید �ا حال�ت ۳. �ظ �یال س�ظ �ی س�ت د. دو سر �ظ�ظ دها�ظ �ج �أ� ما�ظ �ظ ل�ش a,b,c و سه �أ� د�یکگر �ا x,y �پ رظ م�ش کگ�ی �ظ د. حپ ام�ی �ظ د.abc �ب اه میک�ظ  �ا س�ی
س�پ�:

ه �یکی ا�ظ  ا �av,bv,cvب  �پاس�ظ میدهد؛‾av‾,bv‾,cv �ب
ه  ا�ظ yv �یا �xvب د؛{‾v,v} و {x,y}، سه �یال د�یکگر م�ی اه میک�ظ  �ا س�ی

ه  لاً �ب ا axم�ش عداً ay,by,cy �ب امcx �یا bx �پاس�ظ میدهد؛ اکگر �ب ر �ظ �ی �ی عظ ا �ت �ج حال�ت د�یکگر �ب �ظ د. �پ اه میک�ظ ده �ا س�ی ا�تیما�ظ ود، �یال �ب �ید سش  س�ظ
د؛ ا�ظ �ظ هم�ی

د.Lد�و�ظ  را میک�ظ  �تاعدهٔ �تد�یمی �ا احب

ود. �یال  ر�سی میسش �ش �ب �ب د �ب�ظ �ظ ه ما�ظ ر �ی� �أ� و�یرش ا حداک�ش د �ب �ی �تهxyکل�ی� س�ظ ه داسش �ید دو �أ� و�یرش . اکگر کل�ی� س�ظ �یس�ت د �ظ �ی ل�ش س�ظ  د� م�ش
ه �و��ت  ام �ب ر �ظ �ی �ی عظ د، �پ� ا�ظ �ت اسش کگاه�C∪{a,x}ب ؛ اآ�ظ  اس�ت

رای هر  رظ �ب کگ�ی �ظ . �پ� حپ ر اس�ت �ت �یسش ا �ی� �أ� �ب اهی �ب .n>3کل�ی� س�ی ده اس�ت ر�ظ رد �ب  �ظ
ه  م �ب رد. اکگر �یالی لا�ظ اد �ا میکگ�ی �تط �یالهای اآ�ظ د. �تاعدهٔ سوم �ظ �ظ ا�ظ ها م�ب و�ظی‾vهمهٔ �پاس�ظ ، �یال ک�ظ ود، �پاس�ظ هما�ظ حرک�ت ده �ب �ید سش �تر س�ظ �ی�ش  �پ

ه  ود. د� �تاعدهٔ �vب اه کرده �ب ا�ظ ax �ا س�ی �ید �تد�یمی م�ی رظ هر �یال س�ظ �ی ا��ظ ay,by,cy �ظ �ت ا �پاس�ظ م�ت دولaxْ �ب را�ی�ظ ه�ی�چ حب ا�ب �ظ اه میکرد. �ب  �ا س�ی
ود. واه �پر میسش اد دل�ظ ا �یالهای اآ�ظ ده �ب ا�تیما�ظ د و سهم �ب و�ظ مرده �ظمیسش ه سش ا�ظ اه �ت س�ی �پ�ی�ش مِ ا�ظ د؛ �یالهای لا�ظ �ید �ا عو�ظ �ظمیک�ظ ��ظ�گ �یال س�ظ

(C‾\{v0,v‾0})∪{a,b,c}

avbv,bv‾,cv‾bvav,av‾,cv‾cvav‾,bv‾,cv‾ )۳(

 .1
 .2
 .3

 .4

C‾∪{b,c,y}
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ت(
رای صور�ت م�ٔ�له. د: �ب �ی �ت �یا �د ک�ظ ا�ب رای هر k=2 �ش رظ �ب کگ�ی �ظ ده دا�د.n>3، حپ ر�ظ رد �ب و�ج �اه�ب  �ظ

. ارذ �ش �ب ود.�ب�ذ ا �اهحلی ا�أ�ه �ظمیسش �ب ه، د� ا�ی�ظ �ت �و��ت �پرو�ش  ط�ب

۱۴. کلیک سفید روی تختهٔ نامتناهی
را�ی�ظ  ا�ب �ظ �یدکرد�ظ �ی� �یال. �ب ی س�ظ لا �یع�ظ ها، هر حرک�ت �ب �ش ده.Tb(r)د� همهٔ �ب�ظ سش ه �تعداد کل �یالهای ��ظ�گ ، �ظ �ید اس�ت های س�ظ  �تعداد حرک�ت

الف( بلا چگونه کلیک میسازد؟

�ت اهی �ا �ظس�ب �ظ ام�ت ها �أ�های وا�تعیِ کگرا�ظ کامل �ظ ی ا�ظ اآ�ظ ع�ظ ه �ب ه�تد��ی�ج �ب لا �ب د. �ب کل کمکیا�ظ ا�یکگاهها�یی د� سش �تط حب �ت �ظ �أ�های ا�ی�ظ د�حظ
�ت �ا  �ظ �أسی ا�ظ د�حظ �ی �ظ �همیدهد. حپ ال�ش �ذ رِ کگرا�ظ �ا ا�ش اطظ �ظ �هٔ و �أ� م�ت ما�ی�ذ م.�ذ ام�ی  اآ�ظ می�ظ

د: طظ میک�ظ �یر �ا ح�ظ کگی �ظ لا هموا�ه و�یرش �ب

د. ه هم و�لا�ظ د �ب �ی ا �ی� �یال س�ظ ها �ب دههای اآ�ظ ما�ی�ظ د، �ظ �ظ اسش ه �ب �ت �ظ �ترا� داسش ا�ی�ی ه �پ ه �ب ر ا�ظ ��یسش �ت �وی �ی� مس�ی دهٔ د�حظ السش عظ اکگر دو �أ� اسش

د. �یر �ا �تکرا� میک�ظ �ش �ظ ا�ها کوسش دهٔ اآ�ظ میکگ�یرد. س�پ� �ب ما�ی�ظ واه �ا �ظ د و �ی� �أ� دل�ظ ال میک�ظ عظ ه �ا اسش لا ��یسش ، �ب ا�ظ د� اآعظ
هٔ  ا�ظ لا �ی� �أ� �ت اه�uب ده اس�ت �یال س�ی ا�ب سش �ت�ظ ه ا�ظ ا اآ�ظ ل��ظ دهای که �ت ما�ی�ظ ه ه�ی�چ �ظ ا�ید �ب د. ا�ی�ظ �أ� �ب ا�ب میک�ظ �ت�ظ  ا�ظ کگرا�ظ وا�تعی ا�ظ

، د� حالی که  اهی اس�ت �ظ د م�ت دها�ظ و�ظ �سم سش اک�ظ دهها و �یالهای س�یاهی که �ت ما�ی�ظ ود دا�د: �تعداد �ظ �ظ �أسی وحب �ی �ظ د. حپ اسش ه �ب �ت داسش ∞�Kظ

ها�ی�ت �أ� دا�د. ی�ظ �ب
دهٔ  السش عظ و�ظ د� �أ� اسش د اک�ظ �ی ر�ظ ک�ظ د. �ظ ا�ظ میک�ظ �ت کمکی اآعظ هٔ د�حظ لا ا�ظ ��یسش ا�ظ �xب . او �یال م�ی اده اس�ت دهٔ u ا�یس�ت ما�ی�ظ �یدx و �ظ  �ا س�ظ

د. میک�ظ
�یر �أ�  دا�ظ b+1، �تعداد �xظ �ظ ر�ظ ه ا�ظ �یکی ا�ظ �ظ احظ ود؛ هر سش ا�ظ میسش ه اآعظ احظ امل x سش رظ سش کگ�ی �ظ ود. �پاس�ظ حپ روع میسش ،b سش اه اس�ت  �یال س�ی

ر د�  د حداک�ش هها، �bپ� او می�توا�ظ احظ ا ا�ظ ا�ی�ظ سش هu �ت احظ کم �ی� سش را�ی�ظ دس�ت ا�ب �ظ د. �ب ده و�ل ک�ظ السش عظ دهٔ اسش ما�ی�ظ ه �ی� �ظ اه �ب ا �یالی س�ی  �ا �ب
د. ا�ب میک�ظ �ت�ظ ه �ا ا�ظ احظ لا هما�ظ سش د و �ب الی میما�ظ �ظ �یالی حظ �ی �ظ ا�ظ حپ

د �ظ ر�ظ د. اکگر اآ�ظ �ظ ه اآ�ظ می�ود و کگامهای ۲ و ۳ �ا �تکرا� میک�ظ لا �ب د، �ب اسش ده �ب ال سش عظ �ی�ش اسش ده ا�ظ �پ سش ا�ب �ت�ظ هٔ ا�ظ احظ د د� سش �ظ ر�ظ �ظ �ظ �ی س�ت اکگر �ظ�ظ
لا  د، �ب اسش ده �ب سش ال �ظ عظ و�ظ اسش ا�یا�ظ میدهد.uه�ظ �ش �ا �پ دهٔ اآ�ظ �ترا� میدهد و ا�ی�ظ کوسش ما�ی�ظ  �ا �ظ

 ، �ش لا د� طول �ی� کوسش ود؟ �ب طظ میسش کگی ا�لی ح�ظ را و�یرش �یموده اس�تuحپ دهٔ مس�یری که �پ السش عظ ه همهٔ �أ�های اسش د �ب �ی ا �یالهای س�ظ  �ا �ب
د�یدِ  ا�یکگاه حب دهٔ حب السش عظ اهای اسش �ی اً �ظ �ت �ی د. ا�ی�ظ �أ�ها د�ت د.uو�ل میک�ظ �ظ  هس�ت
را�ظ  د: د� هر �ت �ظ �ظ �ا م�تو�ت�ظ ک�ظ �ت ��ظ ا�ی�ی�ظ د �پ �ظ می�توا�ظ اه �ظ های س�ی �تط �b+1پاس�ظ رظ �ظ کگ�ی �ظ ود دا�د، اما �پاس�ظ حپ ،b ادامه وحب ر ا�ی�ظ و�ظ �ب رظ  �یال دا�د. ا�ظ

. �ته اس�ت اسش ا� کگدظ �تر ک�ظ �ی�ش لا �پ د که �ب هها�یی می�و�ظ احظ ه سش د، �ب دها�ظ �ش �سم سش لیِ هم�ی�ظ کوسش �ب های �ت �تمام �یالهای س�یاهی که د� �ترا�ظ
را�ظ  ده د� �ت السش عظ ه �ی� �أ� اسش لا �ب عدی او �ی� r−2اکگر �ب رسد، حرک�ت �ب ا ا�ی�ظ �أ� Kr �ب ه �ت ر ��یسش د. د� وا�تع، مس�ی �ید میسا�ظ  �اr−1�ٔ س�ظ

هٔ  ا�ظ د و �أ� �ت ه هم و�لا�ظ د �ب �ی ا �یال س�ظ هدو �ب ها دو�ب دههای اآ�ظ ما�ی�ظ ده دا�د؛ �ظ السش عظ �ید دا�د.uاسش ها �یال س�ظ ا همهٔ اآ�ظ �ش �ب رظ د� ا�ی�ظ کوسش �ی  �ظ
د. �پ� د�یر ال میک�ظ عظ اهی �ا اسش �ظ �ت کمکیِ م�ت ه ا�ظ د�حظ ا�ظ �ت �ی� �أ� �ت امو�ظ �ش �ظ د. هر کوسش دا ک�ظ �ی د ادامه �پ ا ا�ب د �ت می�توا�ظ د �ظ را�ی�ظ ام، ا�ی�ظ �ظ �ب سرا�ظ

ود. �یرو�ظ میسش ر می�سد و �پ را�ظ اآحظ ه �ت لا �ب ود �ب �یا �ظ

�تی کل، د�حظ واهد کرد. ا�ی�ظ سش ا�ب حظ �ت�ظ ها�ی�ش �ا ا�ظ ا�یهٔ اآ�ظ حرک�ت ر �پ لا �ب �یم که �ب کل کمکی �ا �تو��ی�ظ میک�ظ س�ت �ی� سش �ظ�ظ
های ا �ترا�ظ اهی �ب �ظ را�ظ r−1,…,0,1 م�ت . د� �ت ها �ی� �أ� �ترا� دا�د که اآ�ظ �ا 0 اس�ت �ظ ه �ت های ر�ی�ش ام�یم. هر �أ� د� �ترا�ظ  می�ظ

0,…,r−2 اً  �ت �ی ر b+1 د�ت را�ظ اآحظ �ظ دا�د. �أ�های �ت ا�ی�ی ه سم�ت �پ ه �ب احظ رکگ سش د. میکگو�ی�یم �أ� �ب و�ظ ام�یده میسش ای �أ� x �ظ �ی �ظ
y ا ه �ت ر ��یسش ، هرکگاه مس�ی �د x ا�ظ y اس�ت کگدظ .�ب

 .1

 .2
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ب( پاسخ دقیق برای مثلث
م. �ی ا�ب�ت میک�ظ م �ا �ش امساوی لا�ظ هر دو �ظ

ا�ظ b+1، هر �vxb+2پ� ا�ظ حرک�ت  ا x1,…,xb+1 و xb+2 �یال م�ی �یدکرد�ظ هر �ی� ا�ظ ا�ی�ظ �یالها همراه �ب د. س�ظ اد�ظ �یدv اآ�ظ ل�ش س�ظ  �ی� م�ش
ر  رظ حداک�ش کگ�ی �ظ د. حپ را�ی�ظ bمیسا�ظ ا�ب �ظ د. �ب ل�ش �ا کامل میک�ظ ده �ا میکگ�یرد و م�ش ا�تیما�ظ عدی �یال �ب لا د� حرک�ت �ب د؛ �پ� �ب اه میک�ظ ها �ا س�ی ا ا�ظ اآ�ظ  �ت

Tb(3)≤b+3.
لا �پ�ی�ش ارذ حر��ت  ود.�b+3ب � �پ�یرورذ �ش وا�ذ اد �ا -ام �ذمی�ت طر�ذاک �ی� �یال اآ�ظ لاحذ رای �ب د �ب �ی ل�ش س�ظ �یدکرد�ظ اآ�ظ �بید��ظ�گ �ی� م�ش ام�یم اکگر س�ظ  می�ظ

د. �پ� ا�ظ هر �ی� ا�ظ  سا�ظ واه�b+1ب ود �ا دل�ظ دهٔ حظ ا�تیما�ظ های �ب د و حرک�ت اه میک�ظ ه �ا س�ی ا�ظ اِ� �ت �ر�ظ رظ همهٔ �یالهای حظ کگ�ی �ظ لا، حپ س�ت �ب  حرک�ت �ظ�ظ
ام میدهد. �ب ا�ظ

�یم که  ر�سی میک�ظ کگی �bب ا�ظ ه�ت لا �ب د �ب �ی ر�ظ ک�ظ . �ظ ی اس�ت رای ا�ی�ظ کا� کا�ظ ی t �یال �ب ود، �یع�ظ �ید حظ �ظ �یال س�ظ . هر �یالuv-اُم�ی ، �ا �سم کرده اس�ت
ا  ا�ید همراه �ب ه �ب ا�ظ اِ� �ت �ر�ظ اً uvحظ �ت �ی د. د�ت سا�ظ ل�ش �ب لی �ی� م�ش �ب د �ت �ی هاt−1 و �یکی ا�ظ �یالهای س�ظ ود دا�د و هر �ی� ا�ظ اآ�ظ لی وحب �ب د �ت �ی  �یال س�ظ

ر  ه حداک�ش ا�ظ ا� �ت �ر�ظ د. �پ� �تعداد �یالهای حظ اد میک�ظ ه ا�ی�ب ا�ظ ا� �ت �ر�ظ ر �ی� �یال حظ .t−1≤bحداک�ش  اس�ت

آمادگی برای بخشهای پ و ت: لم وزنی
د  �ی ر�ظ ک�ظ �یم. �ظ ر�سی میک�ظ اهی �ا د� حال�ت کلی �ب �ظ ی م�ت ا�ظ دا �ی� �ب �ت ا�رXا�ب ؛ د� مسٔ�لهٔ ما ا�ی�ظ ع�ظ ی اس�ت ا�ظ ا�ر �ب اهی ا�ظ ع�ظ �ظ موعهای م�ت  م�ب

ام  ه �ظ ها، �ب وادهای ا�ظ هد�ظ ا�ظ �ظ حظ �ی �ظ د. هم�پ ده اس�ت که هر هد�ظ �ℱیالهای کگرا�ظ کاملا�ظ موعهای ا�ظ A∈ℱ، داده سش �یرم�ب لا هرکگاهX �ظ . �ب  اس�ت
رظ  کگ�ی �ظ اد و حپ �ر اآ�ظ �ت �ی� ع�ظ و�ب ود. او د� هر �ظ �یرو�ظ میسش رد �پ کگ�ی کم �ی� هد�ظ �ا �ب ا�ر دس�ت رد.bهمهٔ ع�ظ اد میکگ�ی �ر اآ�ظ  ع�ظ

. ا�ت �ب ر ا�ش د حداک�ش ی �ا که د�کگ�یر میک�ظ �ظ هر هد�ظ لا و�ظ س�ت �ب ، λ حرک�ت �ظ�ظ ا�له �پ� ا�ظ ا�ی�ظ حرک�ت لا�ظ د. �پ� �ب ر میک�ظ را�ب .Φ<1 �ب
رظ هر �ی� ا�ظ  کگ�ی �ظ یbِا�ظ اآ�ظ �پ�، حپ �ظ �ت �یا�ظ های دس�ت �ظ همهٔ هد�ظ اد، و�ظ �ر اآ�ظ رای هر ع�ظ د. �ب ا�ب میک�ظ �ت�ظ �یر ا�ظ ر اسا� �تاعدهٔ �ظ ود �ا �ب �ر حظ  ع�ظ

. ه اس�ت �ظ �ی �یسش را�ی�ش �ب موع �ب د و ع�ظ�ری �ا میکگ�یرد که ا�ی�ظ م�ب مع میک�ظ �ر �ا حب امل اآ�ظ ع�ظ سش
�ر �ا  ر�ید و اآ�ظ ع�ظ کگ�ی ر �ب �ظ لا �ا د� �ظ عدی �ب د. �پ� ا�ظ هر xحرک�ت �ب ام�ی �ظ امل b �ب یِ سش �ظ �ت �یا�ظ های دس�ت �ظ هد�ظ موع و�ظ ، م�ب رظ کگ�ی �ظ ا�ب حپ �ت�ظ رx ا�ظ را�ب  �ب

د  �ظ ، Lعددی ما�ظ رظ کگ�ی �ظ ا�ب حپ �ت�ظ کگام هر ا�ظ . ه�ظ کم x اس�ت �ظی دس�ت موع و�ظ ا�ب کرد م�ب �ت�ظ رظ ا�ظ کگ�ی �ظ را�ی�ظ ع�ظ�ری که حپ ا�ب �ظ ود. �ب اد �ب و�ظ اآ�ظ �ت وL ه�ظ  داسش
موعِ  رد. د� م�ب �ظ �ب �ی ها �ا ا�ظ �ب ، همهٔ اآ�ظ هد�ظ �ظ اآ�ظ �ت کم bکگر�ظ �ظ کل �ا دس�ت رظ و�ظ کگ�ی �ظ ، حپ ا�ب �ت�ظ .bL ا�ظ  کاه�ش داده اس�ت

را�ظ ال �ی� �أ� د� �ت عظ رای اسش راآو�د کرد. �ب رظ �ب �ی ها �ا �ظ و�ظ می�توا�ظ �تعداد حرک�ت لا ،j اک�ظ را�ظ j �ب د. �ت �ید �سم میک�ظ دا�ای j �یال س�ظ
(b+1)j های ود همهٔ �أ�های �ترا�ظ ا� سش احپ لا �ظ . ح�تی اکگر �ب �ی�ش ا�ظ r−2,…,1 �أ� اس�ت د، �ب ال ک�ظ عظ ر�گ �ا اسش  و س�پ� �ی� �ب

Tb(r)≤∑j=0r−2j(b+1)j+(r−1) ه هو�یرش واهد کرد. �ب �ظ اهی اس�ت Tb(r) ،حرک�ت �ظ �ظ .م�ت
)۴(

لا رای �ب ی ا��ت b+3 �ب ام .حر��ت �ا�ذ ه �ظ د و v او �أسی �ب ا�ب میک�ظ �ت�ظ د b+2 ا�ظ �ی ا�ظ اآ�ظ vx1,vx2,…,vxb+2 �یال س�ظ
هٔ ا�ظ لا هر �أ� �ت د. �ب ا�ی xi �سم میک�ظ امکگدظ ر �ظ �ت �ی�ش ا�ظ اآ�ظ و �أ�ها�یی که �پ د که همهٔ �یالهای م�ی ا�ب میک�ظ �ت�ظ ا�ظ ا�ظ �ظ �ا حپ

ده اهی �یال ��ظ�گ سش �ظ �تط �تعداد م�ت ه �ظ د: د� هر ل��ظ ا�ب �ا ممک�ظ میک�ظ �ت�ظ �ش ال�ظ ا�ی�ظ ا�ظ �ظ د. هما�ظ اس�تدلال �ب �ظ اسش اد �ب د اآ�ظ دها�ظ سش

.اس�ت

ه حرک�ت رظ �ب کگ�ی �ظ -b+1 �پ� ا�ظ �پاس�ظ حپ لا د� حرک�ت را�ی�ظ �ب ا�ب �ظ د. �ب ا�تی �ظمیما�ظ اکی �ب �ر�ظ اد حظ -b+2 ام، ه�ی�چ �یال اآ�ظ و�ظ رظ ه�ظ �ی ام �ظ
ه �ی�ب �ت د. د� �ظ ل�ش �ا کامل ک�ظ د م�ش می�توا�ظ .Tb(3)=b+3 �ظ

ا��ید کگدظ د .λ=b+1 �ب �ظ ی ما�ظ رای هد�ظ رس�یده اس�ت A �ب رظ �ظ کگ�ی �ظ ه حپ ا�ر�ش �ب �ی� ا�ظ ع�ظ و�ظ ه�ی�چ اد u(A) ،که ه�ظ ا�ر اآ�ظ �ا �تعداد ع�ظ

�ظ ر�یم و و�ظ د، اآ�ظ هد�ظ λ−u(A) اآ�ظ میکگ�ی اسش ه �ب �ت �ر ا�ظ هد�ظ �ا کگر�ظ کم �ی� ع�ظ رظ دس�ت کگ�ی �ظ �ت میده�یم. اکگر حپ ه اآ�ظ �ظس�ب �ا �ب
ا ی �ا �ب �ظ �ت �یا�ظ های دس�ت �ظ همهٔ هد�ظ موع و�ظ ر�یم. م�ب ر میکگ�ی �ظ�ش �ا ��ظ �یس�ت و و�ظ ی �ظ �ظ �ت �یا�ظ لا دس�ت رای �ب ا�ظ Φ د�یکگر �ب سش �ظ

.میده�یم

�ذی ی .لم ورذ ا�ظ ا�ظ �ب �ی�ش ا�ظ اآعظ ها ,A∈ℱλ−|A|<1λ∑ اکگر �پ ا�ر �یکی ا�ظ هد�ظ لا همهٔ ع�ظ ود که �ب ع سش د ما�ظ رظ می�توا�ظ کگ�ی �ظ کگاه حپ اآ�ظ
رد کگ�ی .�ا �ب

)۵(
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T1(r)پ( کرانهای 

T2(r)ت( کرانهای 

ث( کران بکِ
�ش  �ظ رای b=1د� ا�ی�ظ �ب . �ب �یم r=2 اس�ت ر�ظ میک�ظ عد �ظ ه �ب ود؛ �پ� ا�ظ ا�ی�ظ �ب �یرو�ظ میسش �ی�ظ حرک�ت �پ س�ت لا د� �ظ�ظ ی کمکی سادهr≥3ٔ، �ب ا�ظ ه �ب . �ب

ا�ظ دا��یم. �ی �یر �ظ �ظ

لا دهای که x س�پ� �ب ا�تیما�ظ �ظ هر هد�ظ �ب ر دا�د x �ا میکگ�یرد. و�ظ هٔ λ �ا د� �ب دا�ظ ه ا�ظ �ظ کل �ب ود؛ �پ� و�ظ ر میسش را�ب  �ب
(λ−1)L=bL دا� لا م�ت های �ب ه، �پ� ا�ظ حرک�ت �ی�ب �ت د. د� �ظ ا�ی�ش می�یا�ب رظ ر ا�ظ Φ ا�ظ د و هموا�ه کم�ت می�یا�ب ا�ی�ش �ظ رظ د 1 ا�ظ .میما�ظ

ر را�ب ده �ب ِ کاملسش �ظ �ی� هد�ظ د 1 اما و�ظ ا�ب�ت سش د. لم �ش ی �ا کامل ک�ظ د ه�ی�چ هد�ظ می�توا�ظ لا �ظ . �پ� �ب .اس�ت

رای اهی �ب �ذ را لم م�ت رد دارد؟ ∞K حپ رذ �ار�ب �ی �تط د� �ذ د �ظ �ی ر�ظ ک�ظ ا�ظ دا��یم. د� ا�ی�ظ مد�ت t �ظ �ی اع �ظ ه د�ظ لا �ب س�ت �ب حرک�ت �ظ�ظ
ر ر t(b+1) حداک�ش ود و ا�ی�ظ �یالها حداک�ش اهی t(b+1)2 �یال ��ظ�گ میسش �ظ د. کگرا�ظ کامل م�ت KN,N=2(b+1)t سر دا��ظ

ا� که �ی� �أ� وا�تعی ا�ظ ر�ید. هر �ب کگ�ی ر �ب �ظ ا�ظ �أ�های ∞K �ا د� �ظ او�ت ا�ظ م�ی �ظ امی م�ت ود، �ظ اهر میسش ه اآ�ظ میده�یم KN طظ .�ب
ام ه اآ�ظ �ظ ه �ا �ب ا�ظ ، �ی� �أ� وا�تعیِ �ت ده اس�ت سش اده �ظ �ظ و�ظ اس�ت امها�ی�ش ه�ظ واهد که �یکی ا�ظ �ظ �ظ رظ �یالی �ا �ب کگ�ی �ظ اهیِ حپ �ظ رد م�ت اکگر �اه�ب
�یرا د� د، �ظ یا�ظ امها کا�ظ �ت میده�یم. �ظ ر t �ظس�ب اعی �وی N دو� حداک�ش رد د�ظ �ی�ب هر �اه�ب ر�ت د�ی�ظ �ت ود. �ب اهر میسش KN سرِ �یال طظ

ه ی �وی t �ب ا�ظ س�ت �ب ود ∞K حرک�ت �ظ�ظ �تل میسش �ت .م�ظ

�ذ ا�ی�ی ا��ید .�را�ذ �پ کگدظ کل ا�ظ همهٔ-r هر کل�ی� ،KN �وی .t=⌊2r/2⌋−1,N=4t<2r/2+2 �ب (r2) �أسی �ی� هد�ظ م�تسش

ها د. �تعداد ا�ی�ظ هد�ظ �ی�ظ میک�ظ ع�ی ود �ت رای (Nr) �یال حظ . �ب ه �و��ت ،λ=2 دا��یم ،b=1 اس�ت رط )5( �ب  �پ� سش
(Nr)2−(r2)<12 د�میاآ�ید؛ �یا �بهطو� هما��ظ (Nr)<2(r2)−1.

)۶(

و�ظ �یم. حپ ر�سی میک�ظ امساوی )6( �ا �ب ا�ظ ده�یم ,!Nrr!<2r2/2+2rr>(Nr) �ظ سش ی اس�ت �ظ رای .r!>25r/2+1 کا�ظ  �ب
r=17، ر�ترا� اس�ت امساوی �ب � ا�ظ .243.5<355687428096000=!17 :ا�ی�ظ �ظ ا کگدظ ه r ا�ظ ا�ی�ظ �پ�، �ب طر�ظ ،r+1 �ب
�پ د� ها د� r+1≥18 حپ �ظ ود، اما طر�ظ �اس�ت �ت ر�ب میسش رای 6>25/2 �ظ ه )6(، �ب �ی�ب �ت ود. �پ� )7(، و د� �ظ ر�ب میسش �ظ

ر�ترا� اس�ت r≥17 همهٔ .�ب

)۷(

�ظی د� را�ی�ظ t لم و�ظ ا�ب �ظ رظ میدهد. �ب کگ�ی �ظ ه حپ اعی �ب رد د�ظ س�ت �ی� �اه�ب .T1(r)≥t+1=⌊2r/2⌋ حرک�ت �ظ�ظ

الا رمول )4( .�را�ذ �ب ر�سی j=0r−2j2j=(r−3)2r−1+2∑ �ترا� میده�یم. �تساوی b=1 ،د� �ظ را �ب �ت ا اس�ت هاآسا�ظی �ب �ب
ود. �پ� .T1(r)≤(r−3)2r−1+r+1 میسش

�ذ ا�ی�ی ا��ید .�را�ذ �پ کگدظ و�ظ �ب ا .t=⌊3r/2⌋−1,N=6t<6⋅3r/2 اک�ظ �ب �ظی .λ=3 و b=2 د� ا�ی�ظ ، لم و�ظ �ش �پ د �ب�ظ �ظ ما�ظ
ه کا� می�ود که کگامی �ب ی اس�ت .!Nrr!<6r3r2/2r>(Nr) دا��یم .3(r2)−1>(Nr) ه�ظ رای )8( کا�ظ را�ی�ظ �ب ا�ب �ظ  �ب

r!>6r3r/2+1. رای ا�یسه کرد ،r=30 �ب ماً م�ت �ی �ت  :دو طر�ظ �ا می�توا�ظ مس�ت
30!=265252859812191058636308480000000,630316=95165073425948067729048

03434496.

ا�ی�ش رظ ا ا�ظ . �ب �تر اس�ت ��گ رظ س�ت �ب �پِ )9( د� ،r طر�ظ �ظ�ظ ود، د� حالی که طر�ظ �اس�ت د� r+1≥31 طر�ظ حپ ر�ب میسش  �ظ
رای همهٔ 12>63 ه، )9( �ب �ی�ب �ت ود. د� �ظ ر�ب میسش �ظی میدهد r≥30 �ظ ر�ترا� اس�ت و لم و�ظ .T2(r)≥⌊3r/2⌋ �ب

)۸()۹(

الا ا �ترا� داد�ظ .�را�ذ �ب رِ b=2 �ب ه دس�ت میاآو��یم. د� T2(r)≤∑j=0r−2j3j+r−1 د� )4(، ح�تی کرا�ظ ا�ظدکی �توی�ت �ا �ب
د�یهی ه، �بهطو� �ب �ی�ب �ت �ظ .T2(r)≤∑j=0r−2j3j+r+1 �ظ �ی �ظ  هم�پ

∑j=0r−2j3j≤(r−2)∑j=0r−23j=r−22(3r−1−1), رای موع طر�ظ �اس�ت و ،r≥2 و �ب r3r−1 ا�ظ r+1 م�ب

را�ی�ظ ا�ب �ظ . �ب ر اس�ت .T2(r)<r3r−1 کم�ت
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�یمه. ا�ب �ذ �ت�ذ د کگرا�ظ لم ا�ذ �ی ر�ظ ک�ظ �یک�ظF �ظ ا�ظ د و �ب �ظ �ظ �ی رمیکگرظ ده �ا �ب سش �ظ ا�ب �ت�ظ ا� �ی� �أ� ا�ظ و�ب�ت هر �ب ه�ظ �یک�ظ �ب ا�ظ ی �أ� دا�د. دو �ب وحب  �تعداد �ظ
ر  ا�بی او حداک�ش �ت�ظ ا�ظ �أ�های ا�ظ د که م�ی �ظ ک�ظ م�ی د �ت�ظ �یک�ظ اول می�توا�ظ ا�ظ د. �ب ا�ظ میک�ظ د. د�F �یال ا�ظ کگرا�ظ e(F)/4اول اآعظ اسش ه �ب �ت  �ترا� داسش

ا  �ب .F �تعداد کل �یالهای e(F)ا�ی�ظ  اس�ت
ا�ت لم. �ب �ظ �یالی �ا ا�ش �ی �ظ ؛ حپ کرده اس�ت ا�ب �ظ �ت�ظ ا�ظ �ا ا�ظ �ی� ا�ظ دو سرسش و�ظ ه�ی�چ �یک�ظ دوم ه�ظ ا�ظ �یم که �ب ال میک�ظ �ب �تط �یالها�یی �ا د�ظ یما�ذ�ه �ظ ا�ت �ب

و�ظ  ده ه�ظ ا�تیما�ظ ام�یم. اکگر �ی� �یال �ب �ظ sمی�ظ د، و�ظ اسش ه �ب �ت ده داسش سش �ظ ا�ب �ت�ظ �ظ هر �یال s−2 سرِ ا�ظ ا�ظ و�ظ ه اآ�ظ میده�یم. د� اآعظ ه1/4 �ا �ب �ی�ب �ت ، و د� �ظ
�ظ کل  .e(F)/4و�ظ  اس�ت

�ظ هر �ی� ا�ظ ا�ی�ظ �یالها دو ا حرک�ت او، و�ظ د. �ب اسش ه �ب �ظ ه اآ�ظ کم�ی دهٔ م�ت�ل �ب ا�تیما�ظ �ظ �یالهای �ب موع و�ظ د که م�ب ا�ب میک�ظ �ت�ظ �یک�ظ اول �أسی �ا ا�ظ ا�ظ �ب
د و همهٔ �یالهای ا�ب میک�ظ �ت�ظ �یک�ظ دوم �ی� �أ� �ا ا�ظ ا�ظ د. س�پ� �ب ا�ی�ش می�یا�ب رظ موع ا�ظ هٔ هما�ظ م�ب دا�ظ ه ا�ظ اً �ب �ت �ی �ظ کل د�ت ی و�ظ ود؛ �یع�ظ ر میسش را�ب �ب

ود ده �ب سش ا�ب �ت�ظ هٔ ا�ظ �ظ هٔ کم�ی دا�ظ ه ا�ظ کم �ب ه ا�ی�ظ �أ� دس�ت موع مر�بوط �ب �یک�ظ اول، م�ب ا�ظ �ی�ش ا�ظ حرک�ت �ب رد. �پ �ی�ظ می�ب ه اآ�ظ �ا ا�ظ �ب دهٔ م�ت�ل �ب ا�تیما�ظ �ب
کگی ا�ظ ه�ت �یک�ظ اول �ب ا�ظ رد که �ب �ی�ظ می�ب �ظی �ا ا�ظ �ب دا� و�ظ کم هما�ظ م�ت �یک�ظ دوم دس�ت ا�ظ د. �پ� �ب ا�ی�ش �یا�ب رظ �تط می�توا�ظس�ت ا�ظ و �پ� ا�ظ حرک�ت اول �ظ

ود. وده �ب رظ �ظ کل ا�ظ ه و�ظ �ب
ا�ب کرده �ت�ظ �یک�ظ اول ا�ظ ا�ظ ا�ظ �ا �ب د که هر دو سرسش �ظ ا�تی میما�ظ اً �یالها�یی �ب �ت �ی ، د�ت ا�یا�ظ د. د� �پ می�یا�ب ا�ی�ش �ظ رظ �ظ کل ا�ظ ، و�ظ �ت حرک�ت �ظ عد ا�ظ هر حب �ب

ها  �ظ هر �ی� ا�ظ اآ�ظ ؛ و�ظ را�ی�ظ �تعداد ا�ی�ظ �یالها ا�ظ 1اس�ت ا�ب �ظ . �ب د.e(F)/4 اس�ت ا�ب�ت سش . لم �ش �یس�ت ر �ظ �ت �یسش  �ب

�ت  اً ui، �أسی Vi−1 د� .Vi−1 ارذ �Viاحذ �ت �ی �یم که د�ت ا�ب میک�ظ �ت�ظ ه د�یکگر �أ�های δi−1 ا�ظ اه �ب ودِ Vi−1 �یال س�ی د. حظ اسش ه �ب �ت  وui داسش
�یم و اآ�ظ �ا  �ی�ظ رمیکگرظ و�ج �ا �ب موعهٔ �ظ �یرم�ب ر�ی�ظ �ظ �ت ��گ رظ ده، �ب ا�تیما�ظ �یم. ا�ظ �أ�های �ب �ظ میک�ظ اه اآ�ظ �ا حدظ م.Aهمهٔ همسا�یههای س�ی ام�ی  می�ظ

ه uiهمهٔ �یالهای  �ت �تعر�ی�ظ A �ب د. ط�ب اد�ظ ها �یالهای A اآ�ظ �ظ لی، �ت �ب : د� کگامهای �ت �یس�ت �ید هم �ظ �ی� س�ظ . ه�ی�چ �یس�ت اه �ظ �ی� س�ی ه uj، ه�ی�چ Vj �ب

د و مرکرظ  دها�ظ �ید سش و ujس�ظ موعههای Vj ع�ظ �ی� ا�ظ م�ب و�ظ د�و�ظ ه�ی�چ را�ی�ظ ه�ظ ا�ب �ظ . �ب وده اس�ت �ب دا�د.Vj �ظ ود �ظ �یدی وحب  �یال س�ظ
ل د�و�ظ Fکگرا�ظ  �ب ر�یم که ا�ظ �ت کل ا�ظ �یالهای س�یاهی میکگ�ی راA �ا م�تسش �یمه �ا �وی �أ�های اآ�ظ احب ا�ب �ظ �ت�ظ یِ لم ا�ظ ا�ظ ، �ب ه�ظ د و د� دظ ود دا��ظ  وحب

د  �ظ ی �أسی ما�ظ ه�ظ ی دظ ا�ظ �یک�ظ اول د� �ب ا�ظ �یم. هرکگاه �ب لا �یال xمیک�ظ د، �ب ا�ب ک�ظ �ت�ظ رظ د� �پاس�ظ �یال uix �ا ا�ظ کگ�ی �ظ د. اکگر حپ �ید میک�ظ �گuiy �ا س�ظ  �ا ��ظ
د که  �یک�ظ دوم y∈Aک�ظ ا�ظ ، میکگو�ی�یم �ب ده اس�ت سش ا�ب �ظ �ت�ظ ی ا�ظ ه�ظ ی دظ ا�ظ و�ظ د� �ب های د�یکگر، �ی� �اy�ٔ و ه�ظ . د� همهٔ حال�ت ا�ب کرده اس�ت �ت�ظ  �ا ا�ظ

ده ا�ظ  سش �ظ ا�ب �ت�ظ و�ظ ا�ظ واهِ ه�ظ م.Aدل�ظ �یک�ظ دوم میده�ی ا�ظ ه �ب  �ا �ب

ا��ید کگدظ و�ظ �ب موعهای n=r+2 اک�ظ اهی م�ب �ظ ام�ت امل V0 و د� کگرا�ظ �ظ موعههای �تود��توی 2n سش لا م�ب د. �ب �ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ  �أ� ا�ظ
V0⊃V1⊃V2⊃⋯ و �أ�های u1,u2,… د که ا�ظ میسا�ظ �ظ ه همهٔ �أ�های ui �ا حپ د �ب �ی ا �یال س�ظ د Vi �ب اسش .و�ل �ب

��ت لا �أسی .�گام �ذ�ذ ا u1∈V0 �ب د �ت �ید �سم میک�ظ د و ا�ظ اآ�ظ �یالهای س�ظ ا�ب میک�ظ �ت�ظ ه s1=2n−1 ا�ظ د �ب �ی همسا�یهٔ س�ظ
موعهٔ : ا�ظ V1 دس�ت اآو�د. ا�ی�ظ همسا�یهها م�ب د. ا�ی�ظ کا� ممک�ظ اس�ت �ظ ه u1 �ا میسا�ظ V0\{u1} �ب اً  �ت �ی  د�ت

2n−1=2s1−1 رد ها �ا میکگ�ی ر �یکی ا�ظ اآ�ظ لا حداک�ش ا�ظ دو حرک�ت �ب رظ م�ی کگ�ی �ظ .�یال می�ود و حپ

ei ا�ظ د� ر�یم که هر دو سرسش ر�ی�ظ �تعداد �یال δi و ،Vi �ا �تعداد �أ�های si ،اس�ت Vi �ا �تعداد �یالهای س�یاهی میکگ�ی �ا کم�ت
اه ا�ظ �ی� �أِ� ه د�یکگر �أ�های Vi س�ی ر Vi �ب رظ حداک�ش کگ�ی �ظ ، حپ س�ت �یم. د� کگام �ظ�ظ ؛ s1 �تعر�ی�ظ میک�ظ ام داده اس�ت �ب حرک�ت ا�ظ
ر .e1≤s1,δ1≤2e1s1≤2 �پ� را�ب اهِ �أ�ها �ب ههای س�ی موع د�حب ر ا�ظ ا�ی�ظ وا�تع�ی�ت میاآ�ید که م�ب امساوی اآحظ 2e1 �ظ

.اس�ت

)۱۰(

د اسش اه کرده �ب ه �ی� �أ� �ا س�ی ر �یالِ م�ت�ل �ب �ت �ی�ش رظ �پ کگ�ی �ظ �یرا اکگر حپ . �ظ اد اس�ت ه اآ�ظ لا دس�تو� میدهد هم�یسش ه �ب رد �ب ،�یالی که �اه�ب
د ا�ب ک�ظ �ت�ظ د اآ�ظ �ا ا�ظ می�توا�ظ �یک�ظ اول د�یکگر �ظ ا�ظ ده و �ب �یک�ظ دوم داده سش ا�ظ ه �ب کگام اآ�ظ �أ� �ب موعهٔ �أ�های Vi .هما�ظ ه�ظ �ا م�ب

کگاه ر�یم. اآ�ظ �یک�ظ اول میکگ�ی ا�ظ لهٔ �ب هوس�ی ده �ب سش ا�ب �ت�ظ ر .si=⌊si−1−1−δi−12⌋ ا�ظ ا�ظ ا�ی�ظ �أ�ها حداک�ش �ت لم، م�ی ط�ب
ای هر �ی� ا�ظ ه ا�ظ رظ �ب کگ�ی �ظ رظ حپ �ی د. د� طول ا�ی�ظ کگام �ظ ا�تی میما�ظ اه �تد�یمی �ب ها�مِ �یالهای س�ی ر �ی� �یال si �ی�حپ لا حداک�ش حرک�ت �ب

را�ی�ظ ا�ب �ظ ا�ید. �ب رظ ه میا�ظ ا�ظ اه �ت .ei≤ei−14+si س�ی

)۱۱()۱۲(

�؟ �ذ رکگ میما�ذ رذ ی �ب هٔ �ا�ذ �ارذ ها�ذ موعهها �ب را م�ب رای حپ �یم که �ب ا�ب�ت میک�ظ را �ش �ت ا اس�ت  ،i≤n−4≥1 �ب
2n−i−7≤si≤2n−i,δi≤5. رای ماً ا�ظ �تعر�ی�ظ ،i=1 �ب �ی �ت ه مس�ت �ی�ب �ت ه دس�ت میاآ�ید s1 ا�ی�ظ �ظ .و )10( �ب

)۱۳(
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ج(

�یح. ه�تو�ن دا�ظ �ی�ش ا�ظ ا�ظ ه �ب رای ا�ی�ظ �پرو�ش دهٔ اآ�ظ �ب �تهسش احظ �ظ ا�ت سش �ب ؛ اما ا�ش اؤ�ر اس�ت و �بهطو� م�سوسی ا�ظ کرا�ظ �بِ� �توی�تر اس�ت �ب الا ا�ظ کگِ  کرا�ظ �ب
. ی اس�ت �ظ �ظ

. ارذ �ش �ب ود.�ب�ذ ا �اهحلی ا�أ�ه �ظمیسش �ب ه، د� ا�ی�ظ �ت �و��ت �پرو�ش  ط�ب

1:1 و ۱۵1:2. رابطهٔ بازیهای 

ا�هٔ �zأسی  اد ا�ظ س�ت ا� �ی� �یال اآ�ظ لا هر �ب ، �ب س�ت د. د� مرحلهٔ �ظ�ظ �ی �ی�ظ رکگرظ د. ا�ظ z �ا �ب ما�ظ ا �یالی �ظ رد �ت رظ د� هرM−1≥6N میکگ�ی کگ�ی �ظ ا�ه، حپ  �یال س�ت
موعهای  لا م�ب رد؛ �پ� �ب ر �یکی �ا میکگ�ی کم Sدو� حداک�ش ا دس�ت رای 3N �ب د �ب �ی ه دس�ت میاآو�د. z همسا�یهٔ س�ظ ا��ید. د� ا�ی�ظ مد�ت|s=|S �ب کگدظ  �ب

ر  رظ حداک�ش کگ�ی �ظ ا�یی �وی sحپ اه ال�ت ر S حرک�ت کرده، �پ� کگرا�ظ س�ی  �یال دا�د.s حداک�ش
ا  �یم: هر کگرا�ظ �ب ا�ب�ت میک�ظ �ت�ت سادهای �ش �ی کمe �أ� و sح�ت هٔ دس�ت دا�ظ ا ا�ظ لی �ب �ت موعهٔ مس�ت  �یال، م�ب

د و �تلا�ظ ده مس�ت سش ا�ب �ت�ظ د. �أ�های ا�ظ �ی ا�ب ک�ظ �ت�ظ �ی�ش ا�ظ همهٔ همسا�یهها�ی�ش اآمد ا�ظ ر�ید و هر �أ� �ا اکگر �پ کگ�ی ی �أ�ها �ا �ب �ی�ب �ت�اد�ظ ر�ت دا�د. �ت
هٔ  ا اح�تمال �dأ� د�حب ر (d+1)/1 �ب را�ب د �تعداد �ب ود. ام�ی ا�ب میسش �ت�ظ  و �بهکم�v1/(d(v)+1)∑ ا�ظ

موع  ر �پ� ا�ظ �بسط، م�ب امساوی اآحظ . �ظ داِ� )12( اس�ت کم م�ت ود دا�د که کرا�ظ )12( �اai/aj+aj/ai≥2دس�ت ی وحب �ب �ی ر�ت را�ی�ظ �ت ا�ب �ظ . �ب هاس�ت
میدهد.

رای �ید حکم �ب ر�ظ ک�ظ د i−1 �ظ و�یس�ی �ظ د و �ب اسش ده �ب ا�ب�ت سش کگاه .x=2n−i �ش  ا�ظ )11( دا��یم .δi−1≤5 و si−1≥2x−7 اآ�ظ
si≥(2x−7)−5−22=x−7. الای ر میکگ�یرد. کرا�ظ �ب �ظ �ظ �ا د� �ظ ا�ی�ی ه �پ ی، کگردکرد�ظ �و �ب ا�ظ si≤x کمکرد�ظ �ی� واحد ا�ظ

�ظ اس�ت رظ ا�ظ )11( �وسش �ی .�ظ

ه دس�ت میاآو��یم ا �تکرا� )12( �ب �یرا ,ei<si+x �پ� ،si−k≤2kx ا�ظ طر�ظ د�یکگر .⋯+ei≤si+si−14+si−242 �ب  �ظ
∑k≥12k4k=1. ر �ظ هٔ مو�د �ظ ا�ظ ده ا�ظ �ی� .si≥x−7 و x≥16 د� �ب و�ظ سش ا��ج اهِ حظ �ظ �تعداد �یالهای س�ی کگ�ی ا�ظ را�ی�ظ م�ی ا�ب �ظ �ب
ر ا�ظ Vi �أِ� اه si≤2+2xx−7≤2+329<6(si+x)2 کم�ت �ج �یال س�ی �ظ ر �پ کم ا�ظ �ی� �أ�، حداک�ش . �پ� دس�ت اس�ت

ی ود؛ �یع�ظ ا��ج میسش د .δi≤5 حظ را کامل سش �ت .کگام اس�ت

�ت رای .�پا�یا�ذ �احذ ود ،i=n−4 �ب ه میسش �ی�ب �ت لا �أسی .Vn−4|≥16−7=9,δn−4≤5| ا�ظ )13( �ظ ا un−3 �ب �ا �ب
اه د� ر�ی�ظ �تعداد همسا�یهٔ س�ی کم Vn−4 کم�ت ، دس�ت �ج همسا�یهٔ س�یاه�ش �ظ ر �پ ودِ اآ�ظ و حداک�ش �ظ حظ د. �پ� ا�ظ حدظ ا�ب میک�ظ �ت�ظ ا�ظ

د و �یال un−2 �ی� �أ� ا�تی میما�ظ د un−3un−2 �ب �ید میک�ظ لا ا�ی�ظ �یال �ا س�ظ . �ب اد اس�ت .اآ�ظ

و�ظ �أ�های د. د� وا�تع، اکگر u1,u2,…,un−2 اک�ظ �ظ �ید میسا�ظ د، �أ� j<k �ی� کل�ی� س�ظ اسش و uk �ب وده و Vj ع�ظ ا uj �ب �ب
ه همهٔ �أ�های د �ب �ی . ا�ی�ظ کل�ی� Vj �یال س�ظ لا هم�ی�ظ حالا �سم کرده اس�ت رظ �ب �ی ر �ا �ظ �ت اآحظ �ظ ؛ �یال حب ده اس�ت n−2=r و�ل سش

.�أ� دا�د

�ت هر Vi ساحظ اً  �ت �ی الای )13( دا��یم si د�ت واهد. ا�ظ کرا�ظ �ب ا�یا�ظی �ی� حرک�ت د�یکگر میحظ  حرک�ت و کگام �پ
∑i=1n−4si+1≤∑i=1n−42n−i+1<2n=2r+2. ود�ظ حال�ت رظ ا ا�ظ رای همهٔ r=2 �ب د، �ب ر�سی سش ر �ب �ت �ی�ش  که �پ

r≥2 ر�یم ه میکگ�ی �ی�ب �ت .T1(r)<2r+2 �ظ

رای .صور�ت م�ٔ�له دهrٔ �ب �تهسش احظ �ظ های سش ر�ی�ظ کرا�ظ ه�ت ا�ظ �ب ا�لهٔ م�ی ، �ظ ��گ رظ �ا کاه�ش 2r/2≤T1(r)≤2r722r/3 های �ب
.ده�ید

s22e+s )۱۲(

(∑ai)(∑1ai)≥s2
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ا  �ب �تل S، �پ� د� e≤sا�ی�ظ موعهٔ مس�ت کم X م�ب ا دس�ت اً s/3≥N �ب �ت �ی ؛ د�ت کگه دا��ید.N �أ� هس�ت  �أ� اآ�ظ �ا �ظ
ی  ا�ظ دهٔ �ب ر�ظ رد �ب لا �اه�ب رد. اکگر �یال�ش د� X �ا �وی 1:2د� مرحلهٔ دوم، �ب �تط �ی� �یال میکگ�ی رظ وا�تعی د� هر دو� �ظ کگ�ی �ظ د. حپ را میک�ظ  و د�X احب

ه ا �س�ید�ظ �ب . س�پ� �ت و�ب�ت اس�ت ه حرک�ت وا�تعی �د �ظ ما��یم؛ وکگر�ظ ی میسش ر�ظ اه �ظ �ظ �یال ا�ظ دو �یال س�ی �ی س�ت ، اآ�ظ �ا �ظ�ظ اد اس�ت و�ظ اآ�ظ ی ه�ظ ر�ظ ی �ظ ا�ظ �ب
واه د�  اد دل�ظ ی، �یالهای اآ�ظ ر�ظ اه �ظ ده؛ �پ� حرک�تXدو حرک�ت س�ی ی حسا�ب سش ر�ظ ی �ظ ا�ظ اه وا�تعی د� �ب �یم. هر �یال س�ی اه میک�ظ ه�ظ س�ی  �ا د� دظ

لا �ی�  . �ب اد اس�ت ه وا�تعاً اآ�ظ ده هم�یسش سش و�یرظ د �ت�ب �ی �ید د� Krس�ظ ه X س�ظ د. همهٔ �أ�های اآ�ظ �ب د؛ �پ� همراه z میسا�ظ �ید و�لا�ظ  �ی� z س�ظ
Kr+1.د �ظ �ید میسا�ظ  س�ظ
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D. گرافهایی برای بازیها

۱۶. تختهٔ دوهمبند برای قرمز
رای  هٔ t �ا ا�ظ Ht، کگرا�ظ �t≥2ب �تر� K4 �ظس�ظ اً �ی� �یال مسش �ت �ی �ید که د�ت سا�ظ هٔ uv �ب د. دو �أ� د�یکگر �ظس�ظ ه �ا ai,bi-ام �ا i دا��ظ  و اآ�ظ �ظس�ظ

�هٔ م.Ciص�ذ ام�ی  می�ظ

�تر�. ا �ی� �یال مسش هٔ K4 �ب د �ظس�ظ �ظ « ا�ظ حپ ا�ب کل ۱۰. کگرا�ظ »ک�ت سش

ر�ید کگ�ی �ب

کگاه  �ظ 2t≥M+2 دا�ای Htاآ�ظ ا حدظ : �ب د اس�ت �ظ . ا�ی�ظ کگرا�ظ دوهم�ب اv، �أ� u �أ� اس�ت رعک�؛ �ب کگه میدا�د و �ب  همهٔ �أ�ها �ا و�ل �ظ
�ظ �یکی ا�ظ  �تر� ai,biحدظ د.uv، �یال مسش ه هم و�ل میک�ظ �هها �ا �ب و�ظ همهٔ ��ظ  ه�ظ

س�ت  : �ظ�ظ رد �ترمرظ �های �uvاه�ب س�ت اآ�بی د� ��ظ و�دهٔ د�یکگری Cj �ا میکگ�یرد. حرک�ت �ظ�ظ �ظ �ظ �هٔ دس�ت . �ترمرظ ��ظ د وC1 اس�ت �ی�ظ رمیکگرظ  �ا �ب
ل  ا�ب ی �ا �a1b1یال م�ت �هٔ حرک�ت اآ�ب د.C2 �ا میکگ�یرد؛ ��ظ ام�ی �ظ  �ب

های م�لی: �پاس�ظ
ی C2د�  . اکگر e �ی� �یال اآ�ب ها e=a2b2 هس�ت و�ج لاً va2,vb2 و ua2,ub2، �ظ د. اکگر م�ش �ظ ها e=ua2 هس�ت و�ج  و a2b2,ub2، �ظ

va2,vb2.ا �یال دوم �پاس�ظ میدهد و�ج �ب ه حرک�ت اآ�بی د� هر �ظ د. �ترمرظ �ب �ظ  هس�ت
و�دهٔ  �ظ �ظ �هٔ دس�ت ا� وا�د ��ظ �ظ �ب �ی س�ت رای �ظ�ظ ی �ب ود و Ciاکگر اآ�ب رد، �ترمرظ aibi سش کگ�ی د. اکگرvai,vbi �ا میکگ�یرد و uai �ا �ب و�ج میک�ظ  �ا �ظ

لاً  عاع، م�ش س�ت �ی� سش و�اً uaiحرک�ت �ظ�ظ د، �ترمرظ �ظ اسش .aibi، �ب اممک�ظ اس�ت �ه �ظ ل�ش اآ�بی د� اآ�ظ ��ظ رد؛ �پ� م�ش  �ا میکگ�ی

�هٔ هد�ظ  ، �ترمرظ د� ��ظ �یس�ت م �ظ ا�بل�C1پاس�ظ م�لی هموا�ه اولو�ی�ت دا�د. اکگر لا�ظ و�ج م�ت ه دو �ظ عاع اآ�ظ �ب ها� سش د. حپ ی میک�ظ ا�ظ  �ب

لاً  د، م�ش ده دا��ظ ما�ی�ظ رد. اکگر هر دو �ظ اد میکگ�ی دا�د �ی� �یال اآ�ظ دهٔ �ترمرظ �ظ ما�ی�ظ و�ظ �ظ ی که ه�ظ وحب د. �ترمرظ ا�ظ �ظ دها�ظ �تس�یم سش �ه�aibiٔت  �ا د� ��ظ
رد. و�دهای میکگ�ی �ظ �ظ دس�ت

ماً ا�ظ هر �ی� ا�ظ  رد؛ اکگر ا�ظ �P,Qترمرظ ح�ت �یس�ت و �ترمرظ �یال د�یکگر �ا میکگ�ی م �ظ ود، �پاس�ظ م�لی لا�ظ و�ج سش س�ت وا�د �ظ ی �ظ�ظ رد. اکگر اآ�ب  �ی� �یال میکگ�ی
C1 ود. هر دو �یال، �یکی ا�ظ ا� وا�د اآ�ظ میسش احپ �ههای د�یکگر �ظ د�ظ ��ظ د، �پ� ا�ظ �تمامسش د و �یال سومQ و �یکی ا�ظ P دو�ی ک�ظ �تر� دا��ظ ، سر مسش

ل�ش �ترمرظ �یکی ا�ظ  .uv,a1b1م�ش  اس�ت

t≥max{2,⌈M−22⌉}.

 •

 •

P={ua1,vb1},Q={ub1,va1}
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ل�ش  . د� Htهر م�ش �ه اس�ت ل C1 کاملاً د� �ی� ��ظ ا�ب د. د� uv,a1b1، دو �یال م�ت �ظ هایC2 �ترمرظ و�ج ل�ش اآ�بی هر دو �یال �یکی ا�ظ �ظ ، هر م�ش
ی  عاع اآ�ب ه، �پ� ا�ظ سش ا�ظ �هٔ �ت م دا�د. د� ��ظ ود؛ و �پ� ا�ظ aibiم�لی �ا لا�ظ ده ا�ظ aibi �ترمرظ میسش ��ظ ل�شِ کگدظ ی، م�ش ا u اآ�ب ل�شuaiِ �ب س�ته و م�ش  �ب

ده ا�ظ  ��ظ و�ج vکگدظ امل vai,vbi هر دو �یال �ظ ل�شِ سش م دا�د. م�ش . �پ� uv �ا لا�ظ اممک�ظ اس�ت رظ �ظ �ی رد.ωR≥3 ،ωB≤2 �ظ داً می�ب  و �ترمرظ اک�ی

۱۷. شرکتها و نابغهها

الف( ششضلعی
دو�

ر�ید و  کگ�ی د.�g1,g2,g3ا �ب ام�ی �ظ ه �ب عظ ا�ب  �ا �ظ

ه. عظ ا�ب ا سه �ظ �أسی �ب �ش کل ۱۱. دو� سش سش

د  �ظ های ما�ظ عظ ا�ب س�ت �ظ ا �ظ�ظ �ی �ت ل g1اکگر �پ ا�ب ا �أ� م�ت د، واس�ی دام ک�ظ عد u2 �ا اس�ت�ظ ا �ب �ی �ت رد. اکگر �پ ا u1 �ا میکگ�ی کگ�یرد، واس�ی  �اu3؛ و اکگر g2 �ا �ب
ا  کگ�یرد، واس�ی ا ا�ظ �أ� معمولی �g3ب �ی �ت ا می�سد. اکگر �پ ه واس�ی رظ �ب �ی ده �ظ ا�تیما�ظ هٔ �ب عظ ا�ب �ظ �ظ ا�ی اس�ت و دوم�ی �ب ی �وی دو� احب ا�ظ  �ا میکگ�یرد. س�پ� �ب

u1 او� هٔ م�ب عظ ا�ب ا �ظ د، واس�ی ا�ظ ک�ظ ا� g1 اآعظ احپ ا �ظ �ی �ت رد. �پ ا g2 �ا میکگ�ی ا u3، س�پ� واس�ی �ی �ت ا u2، �پ اg3 و واس�ی د. د� هر حال�ت واس�ی ر�ظ  �ا میکگ�ی
ه دا�د. عظ ا�ب دو �ظ

ب( چهار برنامهنویس مشهور
ههای  عظ ا�ب ر �ظ و�ظ �ب رظ هو� G0,G1,G2,G3ا�ظ و�ی� مسش امه�ظ ر�ظ ها� �ب رای هر F0,F1,F2,F3، حپ ر�ید. �ب کگ�ی هi,j ،Fi �ا �ب �تل �ب ا مس�یری مس�ت  �ا �ب

ه kijطول  . طولها:Gj �ب �یس�ت د و �یال د�یکگری �ظ �ظ ما�یرظ ر م�ت ده مس�ی رظ ا�ظ لی سش د؛ �أ�های داحظ �ی  و�ل ک�ظ

g1−u1−g2−u2−g3−u3−g1

G0G1G2G3F013121110F112111013F211101312F310131211 )۱۳(
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ه. عظ ا�ب ها� �ظ هو� و حپ و�ی� مسش امه�ظ ر�ظ ها� �ب کل ۱۲. حپ سش

�ت  رای i,j(kij−1)=176∑+8ا�ی�ظ ساحظ �ش �پ �ب �ت عمومی �ب�ظ  �أ� دا�د.455=(153)، �تعداد r=4 �أ� دا�د؛ ساحظ
ا ا، واس�ی �ی �ت س�ت �پ د. �پ� ا�ظ حرک�ت �ظ�ظ ام�ی �ظ ه او �ب رای �س�ید�ظ �ب رک�ت �ب دهٔ سش ر�ی�ظ �تعداد حرک�ت اآ�ی�ظ اد �ا کم�ت و�ی� اآ�ظ امه�ظ ر�ظ ا �ب رک�ت �ت ا�لهٔ �ی� سش �ظ

د: ا�ب میک�ظ �ت�ظ �ظ ا�ظ �ی �ظ د �ا حپ �ظ کا�م�ظ �ی س�ت �ظ�ظ
لاً �پ� ا�ظ  ؛ م�ش د�ی��تر اس�ت رظ ه �ظ عظ ا�ب ه سه �ظ هو� د�یکگری �ا میکگ�یرد که �ب ا مسش ه، واس�ی �ت هو� �ا کگر�ظ ا �ی� مسش �ی �ت رد:F1، او F0اکگر �پ  �ا میکگ�ی

ا  ا �ت �ی �ت ا�لههای �پ ر �G0,G1,G2ظ را�ب ا 13,12,11 �ب ا�لههای واس�ی د.12,11,10 و �ظ ام دو�یا�ظ ر �ظ �ی �ی عظ ا �ت های د�یکگر �ب . حال�ت  اس�ت
ه، اآ�ظ �ا  �ت های �ا کگر�ظ عظ ا�ب ا �ظ �ی �ت ا هر �ی� ا�ظ G3اکگر �پ ا �ت واه �ا میکگ�یرد. واس�ی هو� دل�ظ ا �ی� مسش ام�ید و واس�ی �ظ ر G0,G1,G2 �ب 13 حداک�ش

کم  هو� دس�ت � ا�ظ �ی� مسش ا کگدظ ا �ب �ی �ت ، ولی �پ ا�ظ دا�د.20=10+10حرک�ت �ی  حرک�ت �ظ
ر  لی مس�ی ا ا�ظ �أ� داحظ �ی �ت ا FiG3اکگر �پ ا�ظ کرده، واس�ی ا�یدFi اآعظ ه �ب عظ ا�ب ا هر �ی� ا�ظ سه �ظ ود؛ �ت س�ته میسش ا �ب �ی �ت رای �پ رد. ا�ی�ظ �اه �ب  �ا میکگ�ی

ه  س�ت �ب کم �G3ظ�ظ رود: دس�ت ر د�یکگر �ب ر 21=10+10+1 و س�پ� �وی دو مس�ی ر حداک�ش را�ب ، د� �ب ا.13 حرک�ت رای واس�ی  �ب

هٔ هد�ظ �ا  عظ ا�ب �ی�ش �ود،G0,G1,G2سه �ظ ه سوی �یکی �پ ا �ب �ی �ت ه هرکدام می�ود. اکگر �پ �یم �ب �ت ود �وی مس�یر مس�ت هو� حظ ا ا�ظ مسش د. واس�ی ام�ی �ظ  �ب
ود. د�ی� میسش رظ ود �ی� کگام �ظ هٔ حظ عظ ا�ب ر�ی�ظ �ظ ه دو��ت ا �ب د، واس�ی ک�ظ د�ی� �ظ رظ کدام �ا �ظ ا ه�ی�چ �ی �ت ه می�ود؛ اکگر حرک�ت �پ عظ ا�ب ه سوی هما�ظ �ظ ا �ی� کگام �ب واس�ی

ا �ا �ی� �ی �ت ا�لهٔ �پ �تط �یکی ا�ظ سه �ظ ر �ظ . �ی� حرک�ت د�و�ظ مس�ی ر اس�ت ا کم�ت �ی �ت ا�لهٔ �پ ه ا�ظ �ظ عظ ا�ب ا هر سه �ظ ا�لهٔ او �ت ا، �ظ �پ� ا�ظ هر حرک�ت واس�ی
هو� �یا  ه �ی� مسش ا �ب �ی �ت کگام �س�ید�ظ �پ �تط ه�ظ ا�له �ظ د �ظ �ظ د. حپ ا�له �ا کم میک�ظ ا هما�ظ �ظ د و واس�ی د؛ اماG3واحد کم میک�ظ و�ظ ما�ظ کم میسش  هم�ظ

کم  ا طول دس�ت ا مس�یری �ب �ی �ت �ی�ش ا�ظ اآ�ظ �پ های ۲ و �10۳پ . د� حال�ت �یع کرده اس�ت هها �تو�ظ عظ ا�ب ر�ی�ظ �ظ ا�ظ دو��ت ها �ا م�ی ا ا�ی�ظ حرک�ت �یموده و واس�ی  �پ
کم  �تدا دس�ت رظ ا�ظ ا�ب �ی �یم اعداد 7=13−�20ظ �ت ر�سی مس�ت . �ب �یره هس�ت حظ ه10,11,12,13 حرک�ت دظ احظ �تاط سش امساویها د� �ظ ا�ظ میدهد �ظ سش  �ظ

د. �ظ رظ اک�ید میما�ظ �ی �ظ
ا�لها�ش  �ی�ش ا�ظ حرک�ت �ظ رد، �پ کگ�ی ی �ا �ب هٔ هد�ظ عظ ا�ب ا می�توا�ظس�ت �ظ �ی �ت ر ا�ظ 1اکگر �پ ا کم�ت ا�لهٔ واس�ی ود.1 و �ظ ا �ب د واس�ی رظ �ی�ش �ظ ه ا�ظ �پ عظ ا�ب ود؛ �پ� �ظ  �ب

د. ا می�س�ظ ه واس�ی ه �ب عظ ا�ب . هر سه �ظ ا�ت�ظ �ظ �ت

پ( ساخت عمومی

L=r(r−1)ردا�های و�ی�ها همهٔ �ب امه�ظ ر�ظ ا��ید. �ب کگدظ  �ب

ود�ظ  رظ ا ا�ظ د اکگر �ب �ظ ا هس�ت �ظ و�ی� اآسش امه�ظ ر�ظ د. دو �ب �ظ �ت�ه و کمکرد�ظ 1هس�ت ه �ی� م�ظ هها1 �ب عظ ا�ب م. �ظ رس�ی ه د�یکگری �ب �ت�های د�یکگر ا�ظ �یکی �ب  ا�ظ م�ظ

اً  �ت �ی اهی و دا�ای د�ت �ظ د. کگرا�ظ م�ت �ظ رای rهس�ت . �ب ه اس�ت عظ ا�ب ه دا��یم.r=3 �ظ هها د� سه کگوسش عظ ا�ب ا �ظ ی �ب ل�ش کهای م�ش �ب ، سش

 .1

 .2

 .3

x=(x1,…,xr),xi∈ℤ≥0,x1+⋯+xr=L )۱۴(

Gi=(0,…,0,L⏟ٔمختصه i,0,…,0),1≤i≤r
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ه. عظ ا�ب رای سه �ظ ی �ب ل�ش �ت م�ش کل ۱۳. ساحظ سش

دا  �ت ا ا�ب �ی �ت لاً �A=(A1,…,Ar)پ �ت�های، م�ش د. م�ظ دام ک�ظ کم Ak �ا اس�ت�ظ امه�ظو�ی�L/r=r−1، دس�ت ر�ظ س�ت �ب ا �ظ�ظ . واس�ی  اس�ت

ا�ظ  موعسش ی و م�ب �ظ ام�ظ �ت�هها �ظ .�Lا میکگ�یرد. همهٔ م�ظ  اس�ت
رک�ت و هر  رای هر سش �ت�هٔ �i≠kب ر�ی�ظ م�ظ �ت �یسش کگه میدا��یم: i، �ب دا�ظ�ش �ا �ظ ا�ظ کا�م�ظ ا و mi-ام م�ی �ی �ت رای �پ ا�له �پ� ا�ظMi �ب لا�ظ ا. �ب رای واس�ی  �ب

�تعر�ی�ظ )15(،

ر �یکی ا�ظ ده؛ �پ� حداک�ش �یاد سش ه �ی� واحد �ظ ا�ظ د �ت �ت�هٔ کا�م�ظ اً �ی� م�ظ �ت �ی ا، د�ت �ی �ت د. د� �ی� حرک�ت �پ طظ میک�ظ امساویها �ا ح�ظ ا ا�ی�ظ �ظ واس�ی
ود. اکگر  کدام معکو� �ظمیسش د�یل و ه�ی�چ �ب ه �تساوی �ت امساویهای )16( �ب دی �mi=Mi=dظ ا کا�م�ظ ا S، واس�ی رای d<L دا�د. Si=d �ب �یرا �ب ، �ظ

d=L و�ی� امه�ظ ر�ظ ها �ب �ظ د. �پ� Gi �ت اسش رک�ت �ب ما�ظ د� دو سش د هم�ظ می�توا�ظ رای �ی� Sj>0 اس�ت و �ظ ا همسا�یهj≠iٔ �ب . واس�ی

�ت�هٔ  �یرا م�ظ ، �ظ اد اس�ت رد. ا�ی�ظ �أ� اآ�ظ ا�ه d+1-ام اآ�ظ �iا میکگ�ی ؛ �پ� دو�ب �تر اس�ت ��گ رظ لی �ب �ب هٔ �ت �ظ �ی �یسش .Mi>mi و ا�ظ هر دو �ب
�ت�هٔ  ا م�ظ ، واس�ی �یس�ت ا i≠kاکگر �تساویای �ظ موع Mi<L �ب ام میدهد. هر حرک�ت او م�ب �ب ا�ب و هما�ظ حرک�ت )17( �ا ا�ظ �ت�ظ  �اi≠kMi∑ �ا ا�ظ

هها  �ظ �ی �یسش ا همهٔ �ب د �ت �یاد میک�ظ را�بری�Lی� واحد �ظ ها ادامه میدهد. �ب �ظ ا �ت د، واس�ی دام �ا م�تو�ت�ظ ک�ظ ا اس�ت�ظ �ی �ت د؛ اکگر �پ ر �ظمیک�ظ ر کگ�ی �ت �ی�ش د. او �پ و�ظ  سش
Mi=L ای هٔ �یک�ت عظ ا�ب ا �ظ ی واس�ی ا�ید Gi �یع�ظ رظ سش هها حب عظ ا�ب ، همهٔ �ظ ا�یا�ظ . د� �پ �ته اس�ت کم Gk �ا کگر�ظ ی دس�ت د.r−1، �یع�ظ �ظ ا هس�ت د واس�ی رظ ه، �ظ عظ ا�ب  �ظ

Bi=Ai+1(i≠k),Bk=Ak−(r−1) )۱۵(

Mi>mi(i≠k). )۱۶(

S′=S+ei−ej )۱۷(
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E. راهبردهای وزنی با یک هدف

لم وزنی I: هدفهای سفید
ی  ارذ �ا �ب �ت دا�د. اکگر .1:1ا�ب اه �ظ و�ظ �یال س�ی ام�یم اکگر ه�ظ ده می�ظ �ظ ی �ا �ظ �ظ r هد�ظ ده، و�ظ اد د� اآ�ظ ما�ظ �ظ r−2 �یال اآ�ظ ه هد�ظ مرده و�ظ 0 و �ب

. امل اآ�ظ اس�ت دهٔ سش �ظ های �ظ �ظ هد�ظ موع و�ظ اد، م�ب �ر �ی� �یال اآ�ظ میده�یم. حظ
�ر  ر�ی�ظ حظ �ت �یسش ا �ب رظ �یالی �ب کگ�ی �ظ ها، Dحپ �ظ هد�ظ موع و�ظ ی م�ب ا�ظس�یل، �یع�ظ �ت د. �پ اه میک�ظ دهD �ا س�ی ا�تیما�ظ �ر هر �یال �ب ود. حظ  واحد کم میسش

ر  ر Dحداک�ش ا�ظس�یل حداک�ش �ت ود و �پ ر میسش را�ب امل اآ�ظ دو �ب های سش �ظ هد�ظ د، و�ظ �ید ک�ظ لا �یکی �ا س�ظ �تی �ب . و�ت ود. �پ� د� هر دو�D اس�ت �یاد میسش  �ظ
�ظ  �ید و�ظ ا�یا�ظ هر هد�ظ کاملاً س�ظ د. د� �پ می�یا�ب ا�ی�ش �ظ رظ ا�ظس�یل ا�ظ �ت را�ی�ظ�1پ ا�ب �ظ  دا�د؛ �ب

ی عمومی  ارذ و�ذ �ب رظ د� هر دو� .p:qا��ذ کگ�ی �ظ ر p حپ لا حداک�ش اد و س�پ� �ب د. هر هد�ظ q �یال اآ�ظ �ظ اد �ا ��ظ�گ میک�ظ موعهF∈ℱٔ �یال اآ�ظ  �ی� م�ب
ا��ید کگدظ . �ب ده اس�ت �ظ دا�د �ظ اه �ظ ا و�ت�تی �یال س�ی ا�تهی ا�ظ �یالهاس�ت و �ت �ظ

�ظ�ش r(F)اکگر  ده، و�ظ ده ما�ظ �ظ اد د� هد�ظ �ظ �ر �یال w(F)=λ−r(F) �یال اآ�ظ . حظ .e اس�ت امل اآ�ظ اس�ت دهٔ سش �ظ های �ظ �ظ هد�ظ موع و�ظ ، م�ب
. رذ �ی کگ �ذ رد حپ ده p هر �ی� ا�ظ راه�ب سش ا�ب �ت�ظ �رهای ا�ظ د. حظ ا�ب میک�ظ �ت�ظ و�ظی ا�ظ �ر ک�ظ ر�ی�ظ حظ �ت �یسش ا �ب �ر �پ� ا�ظd1≥⋯≥dp �یال�ش �ا �ب ر�ی�ظ حظ �ت �یسش  و �ب
رظ  کگ�ی �ظ کگاه dحرک�ت حپ د. اآ�ظ اسش کم d≤dp �ب �ظ کل دس�ت امل�ش �ا د� pd و و�ظ �ظ هر هد�ظ سش �ید و�ظ . �ی� �یال س�ظ ده اس�ت د.λ کم سش ر�ب میک�ظ  �ظ

�ید  �ی�ش ا�ظ �یال س�ظ ر �jپ �ر هر �یال حداک�ش رλj−1d-ام، حظ ا�ی�ش کل حداک�ش رظ . �پ� ا�ظ  اس�ت

�ید و ا�یا�ظی کاملاً س�ظ دهٔ �پ �ظ د. هر هد�ظ �ظ امساوی �ا �توی�تر میک�ظ �تط �ظ ا�ت� �ظ ا�یا�ظی �ظ د. دو� �پ �یاد �ظمیک�ظ ا�ظس�یل �ا �ظ �ت را�ی�ظ دو� کامل �پ ا�ب �ظ . �ب اس�ت
�ظ  ؛ �پ�1دا�ای و�ظ  اس�ت

رای  ود.�p=q=1ب رمول )1a( میسش رمول )1( هما�ظ �ظ ، �ظ

۱۸. کلیکهای سفید
موعهٔ  رای هر م�ب اده(k2)-�أسی، همهٔ �kب �ظ رمول )1( اس�ت �ش �ب ا�ظ �ظ رمول )1a( و د� �ب�ظ �ش ال�ظ ا�ظ �ظ �ظ د. د� �ب ا�ظ  �یال د�و�ظی �ی� هد�ظ

ا��ید کگدظ �ش �پ �ب رای �ب�ظ �یم. �ب میک�ظ

و�ظ  ،k−1>2qlogp+1nحپ

؛ اکگر k>nاکگر  د�یهی اس�ت د k≤n حکم �ب �ی ود کل�ی� س�ظ �ش �ب وحب د. د� هر دو حال�تk، �ب�ظ -�أسی �ا �د میک�ظ

ی  ا�ظ ا �1:1ب ه دس�ت میاآ�ید.p=q=1 �ب  �ب

Nℱ≤⌊∑F∈ℱ2−|F|⌋. )۱a(

λ=(p+1)1/q.

(λ−1)d(1+λ+⋯+λq−1)=(λq−1)d=pd

Nℱ≤⌊∑F∈ℱ(p+1)−|F|/q⌋. )۱(

k=⌈2qlogp+1n⌉+2.

(nk)(p+1)−(k2)/q≤nk(p+1)−k(k−1)/(2q)<1.

ω(W)≤k−1=⌈2qlogp+1n⌉+1.
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۱۹. دورهای همیلتونی سفید
h(W) د. د� �ظ ما�ی�ش دو� �ا عو�ظ �ظمیک�ظ �ی ه�ت �پ ا�ظ و حب �ت�هٔ اآعظ د؛ �ظ اسش د �ب �ی ل�تو�ظی کگرا�ظ س�ظ  دو�2/!(n−1) �تعداد Kn �تعداد دو�های هم�ی

ر  ه�ت �ب �ب دو حب هس�ب ه �ا مر�ت�ب و �ب �ی �ت ، �ب �ت ا�ب ا�ظ �ا �ش : �أ� اآعظ �یم. هر دو� 2هس�ت �تس�یم میک�ظ �ش �بn �ت �ش ال�ظ ا�ظ )1a( و د� �ب�ظ �ظ  �یال دا�د. د� �ب
ه �ی�ب �ت �یم؛ د� �ظ اده میک�ظ �ظ ا�ظ )1( اس�ت

رای  ر�ج �p=q=1ب ر ا�ظ 2n+1، م�ظ ا��ت د�و�ظ ک�ظ کم�ت . اکگر ع�ب .1 اس�ت �ش �پ اس�ت دا�د؛ ا�ی�ظ هما�ظ �ب�ظ ود �ظ �ید وحب ل�تو�ظی س�ظ د، دو� هم�ی اسش  �ب

۲۰. خانوادهای از هدفهای سفید
های  : هد�ظ �ظی I اس�ت اً لم و�ظ �ت �ی ای Fا�ی�ظ د�ت ود.ℱ هما�ظ اع�ظ ه میسش �ی�ب �ت رمول )1( �ظ �ش �ب ا�ظ �ظ رمول )1a( و �ب�ظ �ش ال�ظ ا�ظ �ظ �ظ د؛ �ب �ظ  هس�ت

لم وزنی II: سهم تقریباً درستِ یالهای سیاه
ی  ارذ �ا �ب �ت د�ی� s>1 و س�پ� c>1.1:1ا�ب رظ �تد� �ظ ر�ید که 1 �ا اآ�ظ کگ�ی ه هد�ظ s−1≤1−s−c �ب �ظ A. �ب �رaAswA−cbA و�ظ ده�ید. حظ  �ب

ر را�ب �یال �ب

ه  �ظ �ی �یسش �ر �ب ا حظ اه �ب . �یال س�ی ا�ظس�یل �ا Dاس�ت �ت ر D، �پ عدی اآ�ظ �ا حداک�ش د �ب �ی د؛ �یال س�ظ د. �پ�D/(1−s−c)≤D(s−1) کم میک�ظ �یاد میک�ظ  �ظ
ا  د. �ب د �ظمیک�ظ ا�ظس�یل �سش �ت ه (c+1)/1، سهم �c↓1پ �ظ �ب ا�ی�ی ود.1/2 ا�ظ �پ د�ی� میسش رظ  �ظ

رای هر هد�ظ .p:qحال�ت عمومی  س�تA ،wA,bA �ب د. �ظ�ظ �ظ اسش علی �ب اهِ �ظ �ید و س�ی  �تعداد �یالهای س�ظ

د�ی� s>1و س�پ�  رظ �تد� �ظ �ید که1 �ا اآ�ظ �ی�ظ رکگرظ  �ب

�ظ  �ی �ظ ا sحپ �یرا �ب ، �ظ ر s↓1ای هس�ت �تس�یم �ب ه s−1، دو طر�ظ �پ� ا�ظ �ت �ی�ب �ب ر�ت ه�ت �ظ هد�ظpc>q و q �ب د. و�ظ �ظ  م�یل میک�ظ

�ظ �ا د�  �ید و�ظ . �یال س�ظ اه د� sاس�ت �رs−c و �یال س�ی د. حظ ر�ب میک�ظ  �ظ

رظ  کگ�ی �ظ . حپ عدی pاس�ت �ر �ب ر�ی�ظ حظ �ت �یسش رد. اکگر �ب ه میکگ�ی �ظ �ی �یسش �ر �ب ا حظ ا� �یال �ب کم D �ب د، کاه�ش دس�ت اسش . د� pD �ب �رهاq اس�ت �ید، حظ  �یال س�ظ
را�ی�ب  ا �ظ ر �ب رs,…,sq−1,1حداک�ش ا�ی�ش حداک�ش رظ د؛ �پ� ا�ظ �ظ د میک�ظ  �سش

د. می�توا�ظ  د �ظمیک�ظ ا�ظس�یل �سش �ت ه �cپ را�ی�ظ q/p �ا ا�ظ �اس�ت �ب ا�ب �ظ د�ی� کرد؛ �ب رظ ه (c+1)/1 �ظ �ظ �ب ا�ی�ی ود.p/(p+q) ا�ظ �پ د�ی� میسش رظ  �ظ

۲۱. درجهٔ سیاه هر رأس
د و  �ظ ا�ههای �أ�ها هس�ت ها س�ت �ی�ظ av=1هد�ظ ا�ظ ا�ظس�یل اآعظ �ت رای هر �اn�ٔ. �پ ا�یا�ظ �ب ؛ د� �پ  اس�ت

ا  ،�dW(v)+dB(v)=n−1ب

h(W)≤⌊(n−1)!2(p+1)n/q⌋.

(1−s−c)∑A∋eaAswA−cbA

c>qp

sq−1≤p(1−s−c). )۲(

aAswA−cbA )۳(

D(e)=(1−s−c)∑A∋eaAswA−cbA

s−11−s−cD(1+s+⋯+sq−1)=sq−11−s−cD≤pD.

sdW(v)−cdB(v)≤n.

dB(v)≥n−1−logsnc+1. )۴(
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دا  �ت د�ی� cا�ب رظ ا�ظ �ظ �ظ ر�یم کهq/p �ا حپ  میکگ�ی

ر nو س�پ�  �تس�یم �ب �ای )4(، �پ� ا�ظ �ت ملهٔ حظ ر�یم که حب ��گ میکگ�ی رظ ا�ظ �ب �ظ ر ا�ظ n−1 �ا حپ اه ε/2، کم�ت �ش ال�ظ هما�ظ حال�ت کو�ت �ظ د. �ب اسش 1:1 �ب

. اس�ت

۲۲. چگالی درون مجموعههای بزرگ
c,sید که� �ی�ظ رکگرظ ا�ظ �ب �ظ  �ا ا�ظ لم II حپ

�ت  ا�ب ر�ید که�C=C(p,q,ε)ش کگ�ی ��گ �ب رظ �تد� �ب  �ا اآ�ظ

رای هر  ا �Uب ر�ی�ب U، همهٔ �یالهای د�و�ظ u=|U|≥m �ب ا �ظ ر ا�ظ aU=n−2u �ی� هد�ظ �ب �ی�ظ کم�ت ا�ظ �ظ اآعظ موع و�ظ د. م�ب �ظ :1 هس�ت  اس�ت

ر ا�ظ  ها�یی کم�ت �ظ هر هد�ظ �ظ ا �1پ� و�ظ . �ب ،M=(u2) اس�ت

را�ی�ظ ا�ب �ظ و �ب

ملهٔ دوم  رای 4logsn/((c+1)(u−1))حب . �ب ، ا�ظ n اس�ت ��گ رظ ر ا�ظ u−1≥(C/2)logn دا��یم u≥m �ب �ا کم�ت امساویε/2، �پ� حظ . �ظ  اس�ت
اه  ا لم کو�ت ه �ب �ش ال�ظ هما�ظ م�اس�ب �ظ �ش �ب �ا میدهد؛ �ب .1:1)5( حکم �ب�ظ  اس�ت

۲۳. چگالی میان دو مجموعهٔ بزرگ
c,s الا و د �ب �ظ ر�ید کهC �ا ما�ظ کگ�ی ا�ظ �ب �ظ  �ا حپ

ای  رظ موعههای م�ب و�ج مر�ت�ب ا�ظ م�ب رای هر �ظ ا (X,Y)�ب ر�ی�ب xy، همهٔ x=|X|,y=|Y|≥m، �ب ا�ظ هد�ظ و �ظ سش ا�ظ .n−2(x+y) �یال م�ی  اس�ت
ر  ه حداک�ش دا�ظ های ا�ی�ظ ا�ظ و�ج ر ا�ظ�nx+yتعداد �ظ �ی�ظ کم�ت ا�ظ موع اآعظ ، �پ� م�ب

ل �ب د �ت �ظ . ما�ظ اس�ت

رای  ر ا�ظ �x,y≥mب ر کم�ت ملهٔ اآحظ �� ε/2، حب �ش ال�ظ �ت�ظ �ظ د؛ �ب ا�ب�ت میک�ظ �ش �ب �ا �ش . ا�ی�ظ �ب�ظ .1:1 اس�ت  اس�ت

1c+1>pp+q−ε2,

1c+1>pp+q−ε2.

8(c+1)Clogs<ε2,m=⌈Clogn⌉.

∑u=mn(nu)n−2u≤∑u=m∞n−u<1.

n−2usM−(c+1)eB(U)<1,

eB(U)M>1c+1−2ulogsn(c+1)M. )۵(

4(c+1)Clogs<ε2,m=⌈Clogn⌉.

∑x,y≥mn−(x+y)<1

eB(X,Y)xy>1c+1−2logsnc+1(1x+1y). )۶(
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F. راهبردهای وزنی با دو هدف

 یال سفیدqلم وزنی III: چند نوع هدف و 
ی  ارذ �ا �ب �ت وع .1:1ا�ب �ظ هد�ظ �ظ اه و�ظ �ید د� αi �ا د� i اکگر �یال س�ی رطβi و �یال س�ظ د، سش ر�ب ک�ظ  �ظ

کم  ه دس�ت �ظ �ی �یسش �ر �ب ا حظ اه �ب : حرک�ت س�ی ی اس�ت ر Dکا�ظ عدی حداک�ش د �ب �ی د.D کم و حرک�ت س�ظ ه میک�ظ ا�ظ  ا�ظ
رظ حال�ت عمومی. کگ�ی �ظ لا p د� هر دو� حپ وع q و �ب رای هد�ظ �ظ د. �ب ر�ظ ر�ی�ب i �یال میکگ�ی اه �ظ ر�ی�ب (αi∈[0,1، �یال س�ی �ید �ظ βi>1 و �یال س�ظ

�ید ر�ظ ک�ظ دا�د. �ظ

اد �ر �یال اآ�ظ حظ

رظ  کگ�ی �ظ . حپ �ر pاس�ت ر�ی�ظ حظ �ت �یسش رد. اکگر �پ� ا�ظ اآ�ظ �ب �ر �ا میکگ�ی ر�ی�ظ حظ �ت �یسش ا� �ب کم D �ب د، کاه�ش دس�ت اسش . هد�ظ pD �ب وع A اس�ت  اکگر i ا�ظ �ظ
t≤q ،د اسش ه �ب �ت �ت �ا داسش و�ب د ا�ی�ظ �ظ �ی ود�ظ د� wA(βit−1) �یال س�ظ ر�ب ا�ید. ا�ظ �ت�د�ب و ��ظ رظ ا�ظس�یل میا�ظ �ت ه �پ ،t=0 �ب

ر ا�ی�ش حداک�ش رظ د، ا�ظ �ی ها و �یالهای س�ظ مع �وی هد�ظ ا حب �ب

د. ا�ب�ت سش . لم �ش ر اس�ت ه�ت ا�ت� �ب د و دو� �ظ �یاد �ظمیک�ظ ا�ظس�یل �ا �ظ �ت . دو� کامل �پ اس�ت

۲۴. کلیک سفید و درجههای سیاه
ی  ا�ظ رای �ب  و�p:1 ،a=p+1ب

موعهٔ  ا��ید. هد�ظ �ظوع اول هر م�ب کگدظ ا �kب ده �ب �ظ ؛ هد�ظ �ظ �ظ r-�أسی اس�ت اد و�ظ وع a−r �یال اآ�ظ رط )α=0,β=a)7 دا�د. د� ا�ی�ظ �ظ  و د� سش
. ر�ترا� اس�ت �تساوی �ب

ا�هٔ �أ�  �ظvهد�ظ �ظوع دوم س�ت ا و�ظ  �ب

 . د�ی� c>1/pاس�ت رظ د�ی� s>1 و p/1 �ا �ظ رظ ر�ید که 1 �ا �ظ کگ�ی ا�ظ �ب �ظ د.s−1≤p(1−s−c) حپ راآو�ده میک�ظ رط )7( �ا �ب رظ سش �ی وع �ظ . ا�ی�ظ �ظ
ر های کل�یکی حداک�ش �ی�ظ هد�ظ ا�ظ �ظ اآعظ و�ظ

ا�هها  �ظ س�ت ر ا�ظ n/1و و�ظ موع کم�ت ؛ م�ب د 1 اس�ت �ی �یس�ت وk. �پ� کل�ی� س�ظ -�أسی �ظ

ا�یا�ظ رای هر �أ� د� �پ �ب

βi−1≤1−αi

βiq−1≤p(1−αi). )۷(

αi×βiβiq−1≤p(1−αi)×شرط توازنیال هدف سفید شدیال هدف سیاه شد

D(e)=∑i,A∋e(1−αi)wA

βit−1≤tq(βiq−1)≤ptq(1−αi).

pq∑e از حرکت سفیدD(e)≤pD

t=⌈2logan⌉,k=t+2

n−2sdW(v)−cdB(v)

nka−k(k−1)/2≤a−k/2≤1an

ω(W)≤⌈2logp+1n⌉+1.

n−2sn−1−(c+1)dB(v)≤1+1/an,
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�پ�

ا  رای هر �اn�ٔ و س�پ� �c↓1/pب ، �ب ��گ رظ  �ب

�ش ال�ظ حال�ت  �ظ .�p=1ب  اس�ت

۲۵. دو کران در بازی اردوش

الف(
�ید ا�ب ک�ظ �ت�ظ ا�ظ

اً ا�ظ  �ت �ی . β<2/3ا�ی�ظ د�ت د�ی� s>1 ممک�ظ اس�ت رظ ر�ید که1 �ا �ظ کگ�ی ا�ظ �ب �ظ  حپ

Δ=1/(c+1)−β>0 و C=C(β)ر�ید که کگ�ی ��گ �ب رظ ا�ظ �ب �ظ  �ا حپ

س�پ�

�یم: مع میک�ظ ا�ظس�یل �ا حب �ت دو �پ
رای هر  �ظ �kب ده، و�ظ �ظ ا r−3-کل�ی� �ظ اد؛r، �ب  �یال اآ�ظ
رای هر  �ظ �U ،|U|≥mب .n−2|U|seW(U)−ceB(U)، و�ظ

ر  �ش اول �ا حداک�ش �ظ ام میدهد. ا�ی�ظ حرک�ت �ب �ب س�ت �ا ا�ظ رظ حرک�ت �ظ�ظ کگ�ی �ظ �ی�ش ا�ظ دو�های معمول حپ لا �پ ر �3ب �ش دوم �ا حداک�ش رs و �ب�ظ را�ب  �ب
ر �ش اول حداک�ش ، �ب�ظ �ی�ش ا�ظ اآ�ظ د. �پ میک�ظ

ر �ش دوم حداک�ش و �ب�ظ

ر ا�ظ  موع کم�ت لا، م�ب س�ت �ب . �پ� �پ� ا�ظ حرک�ت �ظ�ظ رای n+s/(n−1)<1/1اس�ت ، �ب ا n اس�ت . د� لم III �ب ��گ رظ رای �ظوعp=2,q=1 �ب ، �ب
موعهای (0,3)=(α,βi)کل�یکی  رای �ظوع م�ب را�یط ا�ظ (s−c,s) و �ب ر ا�ظ 2=1−3 دا��یم؛ سش ا�ظس�یل کم�ت �ت د. �پ� �پ امساوی )8( میاآ�ی�ظ 1 و �ظ

د. میما�ظ
: س�ت هٔ �ظ�ظ �ی�ب �ت �ظ

رای  ا �Uب ،u≥m �ب

را�ی�ظ ا�ب �ظ و �ب

dB(v)≥n−1−logs((1+1/a)n)c+1.

dB(v)≥(pp+1−ε)(n−1).

12<c<1β−1.

s−1≤2(1−s−c). )۸(

8(c+1)Clogs<Δ.

k=⌈2log3n⌉+2,m=⌈Clogn⌉.

 .1
 .2

(nk)3−(k2)≤nk3−k(k−1)/2≤13n

∑u=mn(nu)n−2u≤n1−mn−1≤1n−1

ω(W)≤⌈2log3n⌉+1.

n−2us(u2)−(c+1)eB(U)<1,
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س�ت  ملهٔ �ظ�ظ ا�ب β+Δحب �ت�ظ ا ا�ظ �ا، �ب ملهٔ حظ ر ا�ظ C و حب . �پ�Δ، کم�ت  اس�ت

ب(
های ا�ظ عدد �ت

�ید.  را ک�ظ رای اآ�ظ احب �ش ال�ظ �ا �ب �ظ �ید و �ب �ی�ظ رکگرظ موعهٔ حدا�تل �m=⌈Clogn⌉ب د. هر م�ب اسش کم B-�أسی د� m �ب کگالی دس�ت  دا�د. ا�ظ β0 حپ
U0=V ا و�ت�تی د. �ت �ی ا�ظ ک�ظ کم vi �أسی B[Ui]، د� Ui|≥m| اآعظ هٔ دس�ت ا د�حب ر�ید و β0(|Ui|−1) �ب کگ�ی موعهٔ همسا�یههایUi+1 �ب  �ا م�ب

د.Uiاآ�ظ د�  ده کل�ی�ا�ظ سش ا�ب �ت�ظ د. �أ�های ا�ظ  �ترا� ده�ی
،a=β0/(1−β0) و |ri=|Uiاکگر 

کم�ri+a≥β0i(n+a)پ�  د دس�ت را�ی�ظ . �ظ

د و �ی�ظ رمیکگرظ �أ� �ب

و�ظ  ر�ی�ب β0>1/3حپ ر ا�ظ logn، �ظ �ت ��گ رظ داً �ب ، د� حالی کهlog3/2 د� )9( اک�ی  اس�ت

�ای  ر حظ ملهٔ ا�لی �ب ر�تری حب رای همهٔ �O(loglogn)ب د؛ �پ� �ب ه میک�ظ ل�ب ، n عظ ��گ رظ ی �ب هٔ کا�ظ دا�ظ ها�ظ .ω(B)>ω(W) های �ب

 و نسبت طلایی۲۶p:q. بازی 
A=p+1رط دوم مسٔ�له ا��ید. ا�ظ سش کگدظ  �ب

کگی،  �یوس�ت ا �پ ر ا�ظ �ρب �یم کهp/(p+q) �ا ا�ظدکی کم�ت �ی�ظ رمیکگرظ ا�ظ �ب �ظ  حپ

و�ظ ρا�ی�ظ  . حپ ��گ اس�ت رظ موعههای �ب اه �وی م�ب دهٔ کگرا�ظ س�ی سش م�ی�ظ کگالی �ت�ظ ا�بρ<p/(p+q) حپ �ت�ظ ، ا�ظ

. س�پ�  د�ی� s>1ممک�ظ اس�ت رظ ر�ید که1 �ا �ظ کگ�ی ا�ظ �ب �ظ  حپ

Δ=1/(c+1)−ρ>0 و Cر�ید که کگ�ی ��گ �ب رظ ا�ظ �ب �ظ  �ا حپ

ا��ید کگدظ و �ب

eB(U)(u2)>1c+1−4logsn(c+1)(u−1).

eB(U)≥β(u2).

13<β0<23

ri+1≥β0(ri−1),ri+1+a≥β0(ri+a).

t=⌊log((n+a)/(m+a))log(1/β0)⌋

ω(B)≥logn−loglogn−O(1)log(1/β0). )۹(

ω(W)≤2lognlog3+O(1).

1log(1+q/p)>2qlogA. )۱۰(

1log(1/ρ)>2qlogA. )۱۱(

qp<c<1ρ−1

sq−1≤p(1−s−c). )۱۲(

8(c+1)Clogs<Δ,

k=⌈2qlogAn⌉+2,m=⌈Clogn⌉.
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دو �ظوع هد�ظ دا��یم:
موعهٔ  رای هر م�ب �ظ �kب دا�د و�ظ اه �ظ ا و�ت�تی �یال س�ی ر�ی�ب r، که A−r/q-�أسی، �ت اه �ظ . �یال س�ی اد اس�ت �ید0 �تعداد �یالهای اآ�ظ  و �یال س�ظ

ر�ی�ب   دا�د.�A1/qظ
رای هر  �ظ�U ،|U|≥mب ، و�ظ

ر�ی�ب  اه �ظ ر�ی�ب �s−cیال س�ی �ید �ظ  دا�د.s و �یال س�ظ

 : ر�ترا� اس�ت رط )7( �تساوی �ب رای �ظوع اول د� سش رط )12( �ا دا��یم؛ �پ� لم III �پ� ا�ظ هرq−1=A−1=p(A1/q)�ب رای �ظوع دوم سش . �ب
رظ و حرک�ت pحرک�ت  کگ�ی �ظ ود.q-�یالی حپ را میسش لا احب -�یالی �ب

�ظ  �ی س�ت �ی�ش ا�ظ �ظ�ظ د. �پ ی میک�ظ ا�ظ س�ت �ب لا �ظ�ظ ر�qب موع �ظوع اول حداک�ش �ید، م�ب  �یال س�ظ

ر  رAو �پ� ا�ظ اآ�ظ حداک�ش �ی�ش ا�ظ حرک�ت حداک�ش موع �ظوع دوم �پ ود. م�ب ر میسش را�ب  �ب

ر  �ظ sqو �پ� ا�ظ اآ�ظ حداک�ش �ی س�ت را�ی�ظ �پ� ا�ظ �ظ�ظ ا�ب �ظ . �ب ر اس�ت را�ب د،q �ب �ی  حرک�ت س�ظ

رای  ر ا�ظ �nب ا�ظس�یل �ا کم�ت �ت . س�پ� لم III �پ ��گ رظ د 1 �ب �ی کگه میدا�د. کل�ی� س�ظ ؛ �پ�k �ظ �یس�ت -�أسی ممک�ظ �ظ

رای هر  �ظ هد�ظ دوم، �ب ا Uا�ظ و�ظ ،u≥m �ب

رای  ر ا�ظ �nب �ا کم�ت ملهٔ حظ ، حب ��گ رظ ، �پ�Δ �ب  اس�ت

د: ا�ظ  �ی �ش �۲۵ب �ا �تکرا� ک�ظ هٔ �ب�ظ �ت حر�ی�ا�ظ ا و�ت�تی U0=Vساحظ کم Ui|≥m|، �ت هٔ دس�ت ا د�حب �ید و B[Ui] د� ρ(|Ui|−1)، �أسی �ب �ی�ظ رکگرظ  �ب
Ui+1 ر�ید. اکگر کگ�ی موعهٔ همسا�یهها�ی�ش �ب ،a0=ρ/(1−ρ) و |ri=|Ui �ا م�ب

�پ�

ر�ی�ب  �ی�ش ا�ظ lognا�ظ )11(، �ظ داً �ب ؛ ولی ا�ظ )13(2q/log(p+1) د� )15( اک�ی  اس�ت

�ای  را�ی�ب ا�لی ا�ظ حظ ر�تری �ظ رای �O(loglogn)ب ؛ �پ� �ب ر اس�ت �ت �یسش ، n �ب ��گ رظ .ω(B)>ω(W) �ب
�ت طلا�یی. �ی� �ذ��ب وصذ �یرا�ت ود. �ظ ه میسش �ی�ب �ت رط دوم �ظ س�ت مسٔ�له د� وا�تع ا�ظ سش رط �ظ�ظ  سش

ر�ب د� �p+1>(1+1/p)2پ�  ا �ظ ، ا�ی�ظ معادلp2. �ب

 .1

 .2

n−2|U|seW(U)−ceB(U).

(nk)A−(k2)/q≤nkA−k(k−1)/(2q)≤A−1/qn

∑u=mn(nu)n−2u≤1n−1

A1−1/qn+sqn−1<1

ω(W)≤k−1=⌈2qlogp+1n⌉+1. )۱۳(

eB(U)(u2)>1c+1−4logsn(c+1)(u−1).

eB(U)>ρ(u2). )۱۴(

ri+1+a0≥ρ(ri+a0).

ω(B)≥logn−loglogn−O(1)log(1/ρ). )۱۵(

ω(W)≤2qlog(p+1)logn+O(1).

(1+q/p)2q≥(1+1/p)2,

(p+1)(p2−p−1)>0
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ی  �ی�ت د� �p>φیع�ظ �ت طلا�یی مر�ظ د�ت . �ظس�ب ود.q=1 اس�ت ی �ب رط دوم و �توی�تر کا�ظ ، سش ا�ت �ب ؛ د� ا�ش  اس�ت

. حدس دقیق اردوش۲۷
رظ �وی �یالهای صور�ت م�ٔ�له. کگ�ی �ظ لا و حپ د؛ �پ� ا�ظ هرKn �ب �ید میک�ظ اد �ا س�ظ ا� �ی� �یال اآ�ظ د و هر �ب ی میک�ظ ا�ظ س�ت �ب لا �ظ�ظ د. �ب �ظ ی میک�ظ ا�ظ  �ب

د�ظ همهٔ �یالها، اکگر  سش د. �پ� ا�ظ ��ظ�گ اه میک�ظ اد �ا س�ی رظ دو �یال اآ�ظ کگ�ی �ظ .ω(B)>ω(W)حرک�ت او، حپ ده اس�ت ر�ظ لا �ب ه �ب رظ وکگر�ظ کگ�ی �ظ د حپ اسش  �ب
رای هر  رظ �ب کگ�ی �ظ د: حپ �ی �ت �یا �د ک�ظ ا�ب ده دا�د.�n≥4ش ر�ظ رد �ب  �اه�ب

. ارذ �ش �ب ود.�ب�ذ ا �اهحلی ا�أ�ه �ظمیسش �ب ه، د� ا�ی�ظ �ت �و��ت �پرو�ش  ط�ب
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پیوست ۲: پویایی و مسابقات

۲۸. سنگ، کاغذ، قیچی روی گراف
ا« در �ال ۲۰۲۴، ا�یا �پرو�ج اد »و�ی��ش �ی �ت �رن مر�لهأ �نها�یی �لم�پ ارهأ در�ن �ش ��لی در�ج ، ۲۰۲۶. �جحن م�نو�ن �ی �ته: مارک �پ �یا�ن �نو�ی��ندهأ �ور�تِ کگ��ترسش

. دهم، م��ألهأ ۱۱.۵ ���ت ا�یهأ �یارن �پ
هٔ  ما�ظ �ی ا �ا �پ �ی های که 3اسش هکگو�ظ �یم، �ب ا�ی میک�ظ ما�هکگدظ ر Ai+1 سش ود.Ai �ب �یرو�ظ سش  �پ

الف( درخت
هٔ ا�ی�ه. ما�ظ �ی ما�ظدههای �پ �ی ا�ت ها �ا ا�ظ �ب �ت می�توا�ظ ��ظ�گ ر 3 �وی د�حظ اع دو �أ� همسا�یه حداک�ش �ظ رد، �بهطو�یکه ا��ت الا �ب اعهای ���ی� �ب �ظ ه ا��ت  �ب

رد.1 ود �ا میکگ�ی هٔ حظ س�ت اع د� همسا�یکگی �ب �ظ ر�ی�ظ ا��ت �ت �یسش �تط �ب ه، هر �أ� �ظ �ت �ی د. د� هر د�ت اسش ه �ب �ت او�ت داسش �ظ  �ت
ه هر �أ�  ه، �ب ا حرک�ت ا�ظ ��یسش ر�ید. س�پ� �ب کگ�ی واه �ب دهٔ ���ی� دل�ظ ما�ی�ظ ه �ی� �ظ رای ��ظ�گ ��یسش �ید و �ب ا�ب ک�ظ �ت�ظ های ا�ظ ،h(v) عدد ���ی� ��vیسش

هٔ  ما�ظ �ی یء اآ�ظ �پ ما�هٔ سش ا سش �ت �ب هسش رای هر �یال 3هم�ظ های که �ب هکگو�ظ د، �ب �ت ده�ی ،uv، �ظس�ب

د. سا�ظ ا�ت�ظ �ب �ظ رطهای م�ت �یس�ت که سش ؛ دو�ی �ظ ا اس�ت �ت �یک�ت ه، ا�ی�ظ کا� �وی د�حظ اع ��یسش �ظ ا�ب ا��ت �ت�ظ �پ� ا�ظ ا�ظ
اع  �ظ یء h(v)+1اکگر همسا�یهای ا��ت ٔ�ی �ا دا�د که سش �ی اً سش �ت �ی د، د�ت اسش ه �ب �ت اع v داسش �ظ رد و ا��ت �ظv �ا می�ب �ی �ظ ود. اکگر حپ �یاد میسش  �ی� واحد �ظ

ه �ت �ی د. �پ� �پ� ا�ظ �ی� د�ت ا�ب�ت میما�ظ اع �ش �ظ ، ا��ت �یس�ت همسا�یهای �ظ

ر  ا�ظ حداک�ش اع همسا�یهها �ب �ظ لا�ظ ا��ت �ت �هٔ )1(،1احظ ا �تکرا� �ا�ب ه �ا دا��یم. �ب ا�ظ کگی �ت ما�ی�شِ اآ�ا�ی�ش ��ظ ؛ �پ� وا�تعاً �ظ  اس�ت

ا��ید  کگدظ اع �M=maxh0ب �ظ ا ا��ت �هٔ )2( �أسی �ب ده د� طر�ظ �اس�تِ �ا�ب اهرسش ه، کگویِ طظ �ت �ی اهی د�ت �ظ رد؛M. �پ� ا�ظ �تعداد م�ت ر میکگ�ی  �ا د� �ب
ر  را�ب اعها �ب �ظ را�ی�ظ همهٔ ا��ت ا�ب �ظ د.�Mب د میا�یس�ت را�ی�ظ د و �ظ و�ظ ا �یکسا�ظ میسش �ی د. همهٔ اسش و�ظ  میسش

ب( زمان دقیق
. ا�پا��ذ ر اس�ت �ب را�ب ه �ب �ت �ی ِ د�ت ر�ی�ظ �تعداد ممک�ظ �ت �یسش  �ب

�ی�ت میدهد. اکگر �ی�ظ �پاس�ظ د�ت ا�ظ رای هر اآ�ا�ی�ش اآعظ رمول )2( �ب �ظ

د�ظ ا�یدا�سش ما�ظ �پ �ظ

�ت  ؛ �وی د�حظ ر T≤n−1-�أسی، nاس�ت ود اکگرv1v2…vn. �تساوی �وی مس�ی  حا�ل میسش

ی د�  یء �vnیع�ظ ه A1 سش �ی �ت ود و A0 و د� �ب ا میسش هحب ا�ب ه �ی� �یال حب �ت �ی . مر�ظ دو �ظوع د� هر د�ت هٔ v1 اس�ت �ت �ی �تط د� د�ت د.n−1 �ظ �یر میک�ظ �ی عظ  �ت

پ( گراف دارای دور
.ا�ی�ه. ر اس�ت ا�ب�ت ��ظ رای اآ�ا�ی�ش �ش ود؛ ا�ی�ظ عدد �ب ما�ظ عو�ظ �ظمیسش ا �ظ د�ظ دا�د که �ب ِ� دو��ظ  هر اآ�ا�ی�ش �وی دو� �ی� عدد ���ی

دو� سادهٔ

h(v)−h(u)∈{−1,0,1}.

ht+1(v)=max({ht(v)}∪{ht(u):u∼v}). )۱(

ht(v)=max{h0(u):d(u,v)≤t}. )۲(

n−1.

Z={u:h0(u)=M},

T=maxvd(v,Z)

h0(v1)=⋯=h0(vn−1)=0,h0(vn)=1.
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دا�  ه�ت رای �یال حب د. �ب �ی �ی�ظ رکگرظ هٔ �vivi+1 ،di(t)∈{−1,0,1}ا �ب ما�ظ �ی �ت �پ هسش ها عدد هم�ظ �ظ یء د� 3 �ت ما�هٔ سش ل سش ا�ظ �ظ ا �ت د. vi و vi+1 �ب اسش  �ب
εi(t)=1 یء ر ا�ی�ظ �و��ت vi اکگر سش �ی ود و د� عظ �ته عو�ظ سش �ی کگاه0 د� ا�ی�ظ د�ت . اآ�ظ

لاً اکگر  . م�ش �یس�ت دهٔ طر�ظ �اس�ت �ظ ما�ظ �ی ا�ت �ظ �ب �ت ه کگر�ظ ی �ب ا�ظ �ی د؛ طر�ظ �اس�ت vi، �أ� �di=1ظ �یر میک�ظ �ی عظ ماً �ت د و ح�ت �ظ �ی ده �ا می�ب ر�ظ یء �ب 1 �یا 0 سش

. حال�ت  مع �وی دو�،di=−1اس�ت ا حب . �ب ا��ظ اس�ت �ت  م�ت

. او�دا اس�ت �ظ
ای ℓ=3اکگر  �ی ا��ید. اکگر A0,A1,A2، اسش کگدظ �ی�ب دو� �ب ر�ت ه�ت �ی�ب v0,v1,v2,v3، �وی ℓ≥4 �ا �ب ر�ت ه�ت هA0,A1,A2,A0ٔ �ب �ی �ت  و �وی �ب

ا�پی �A0أ�های دو�  �ی ل �پ ا�ظ �ظ . د� هر دو حال�ت سه �ت واه اس�ت �یرو�ظ دو� دل�ظ ا��ید. �ب کگدظ ه 1 �ب �ی �ت د؛ �پ� 0 و �ب �ظ .D(C)=3 هس�ت
ود. �پ� �وی ا�ید عو�ظ سش ده �ب �ظ ا�ظ رد و �ب ر ا�ی�ظ �و��ت �یکی د�یکگری �ا می�ب �ی د؛ د� عظ یء �یکسا�ظ دا��ظ د، دو سر هر �یال سش و�ظ �یرها م�تو�ت�ظ سش �ی عظ اکگر �ت

�ت �ت���ظ�گ و  ا�ب د، اآ�ا�ی�ش �ش �ظ د.D(C)=0کگرا�ظ هم�ب �ظ ها�ی�ت ادامه می�یا�ب ی�ظ ا �ب �یرها �ت �ی عظ را�ی�ظ �ت ا�ب �ظ ا�ت�ظ دا�د. �ب �ظ او�دا �ت ا �ظ ؛ �ب  اس�ت

ت( تعداد فردی شیء

m=2r+1واه�یم رای هر �یال میحظ ر�یم، اما �ب الا می�ب اع ���ی� �ب �ظ ه ا��ت یء �ا �ب ما�هٔ سش ، سش �ت د. �وی د�حظ اسش  �ب

هٔ  ما�ظ �ی ل �پ ا�ظ �ظ دهٔ �ت ما�ی�ظ اع�ش �ی� واحد�mظ �ظ ر دا�د؛ د� اآ�ظ �و��ت ا��ت �ت �یسش اع �ب �ظ ا ا��ت د که همسا�یهای �ب �یر میک�ظ �ی عظ اً و�ت�تی �ت �ت �ی . �أ� د�ت ا اس�ت  �یک�ت
لا�ظ ا�ظ  �ت ود و احظ �یاد میسش ماً �ظ �تر ح�ت �ظ ا�ی�ی ، سر �پ الا�تر اس�ت د: اکگر �ی� سر �ب �ظ ه میما�ظ ا�ظ لها د� هما�ظ �ب ا�ظ �ظ ، �ت ما�ظ �یر هم�ظ �ی عظ ود. �پ� ا�ظ �ت �یاد میسش �ظ

r یا� −r.یرو�ظ �ظمی�ود�  �ب
هٔ سراسری  �ظ �ی �یسش ر �Mب ولی و حداک�ش رظ ام�ظ اعها �ظ �ظ ؛ ا��ت ا�ب�ت اس�ت د. �پ�M �ش �ظ  هس�ت

. اهی اس�ت �ظ �ت م�ت د �وی د�حظ را�ی�ظ ود. �ظ داً کم میسش �یری ��ظ دهد اک�ی �ی عظ �تهای که �ت �ی د� هر د�ت
ا�ظ �تساوی ���ی� اس�ت و �di(t)∈{−r,…,r}وی دو�،  �ظ �هٔ )3( هم�پ د. �ا�ب �ی الا �تعر�ی�ظ ک�ظ د �ب �ظ د. �وی سه �یالD(C) �ا ما�ظ او�دا میما�ظ  �ظ

لهای ا�ظ �ظ ا�پی �ت �ی �پ

ه  �ی �ت موع 0و �وی �ب ا��ید. م�ب کگدظ رای اآ�ظ 2r+1=m �ب کگا�ی �وی دو� میدهد. �ب ، �پ� اآ�ا�ی�ش سا�ظ رای اآ�ا�ی�شD(C)=m≠0 اس�ت ، ولی �ب
�ت  ا�ب ود دا�د.�D(C)=0ش اهی وحب �ظ ام�ت دی �ظ را�ی�ظ رظ �ظ �ی د�ید �ظ و�ظ حب ا�ظ را�ی�ظ �وی هر کگرا�ظ دا�ای دو�، د� �ت ا�ب �ظ . �ب

۲۹. دو لیگ
.۲۰۲۶ ، م�نو�ن �ی �نو�ی��نده: مارک �پ

�یم  رای �ت ا�ت �ا�vب �ت ها�یی د� کل مسا�ب را�ظ �ظ ، �ت

ده  ر�ظ ه �ب ی �ب ا�ظ ؛ هر �ب ر اس�ت ها ��ظ موع همهٔ �ترا�ظ ام�ید. م�ب �ظ ده 1+�ب �ظ ا�ظ  میدهد.1− و �ب

C=v0v1…vℓ−1v0

di(t+1)=di(t)+εi+1(t)−εi(t). )۳(

D(C)=∑i=0ℓ−1di(t)

h(v)−h(u)∈{−r,−r+1,…,r}.

Φ=∑v(M−h(v))

r,r,1

s(v)=#{بردهای آن}−#{باختهای آن}
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الف( دستکم نصف
موعههای  �تس�یم، ل�ی�گ اول و دوم م�ب د. د� �A,Bپ� ا�ظ �ت �ظ اسش ود: �ی� سر v∈As(v)∑ �ب �شی میسش �ظ �یم ل�ی�گ اول حظ ا�ظ دو �ت ی م�ی ا�ظ  و1+، �ب

د؛ �پ�1−د�یکگری  �ظ ا�ظ دو ل�ی�گ میما�ظ یهای م�ی ا�ظ �تط �ب . �ظ

رد. ر�ی�ظ راه�ب �ت �یسش ا �ب �یمی �ب ده �ت ا�تیما�ظ �یمهای �ب ا�ظ �ت ، ا�ظ م�ی د.s(v) ل�ی�گ اول د� هر حرک�ت ا�ب میک�ظ �ت�ظ  �ا ا�ظ
و�ج  د. اکگر د� �ظ �ی و�ج ک�ظ عدی ل�ی�گ دوم �ظ ا حرک�ت �ب د، ai,bi-ام iهر حرک�ت ل�ی�گ اول �ا �ب و�ظ ا�ب سش �ت�ظ ا�ب s(ai)≥s(bi) ا�ظ �ت�ظ کگام ا�ظ �یرا ه�ظ ، ai، �ظ

bi،ها و�ج مع �وی �ظ ا حب ود. �ب اد �ب و�ظ اآ�ظ  ه�ظ

. رده اس�ت کگی �ا �ب ل�ی ا�ظ یهای م�ی ا�ظ �یمی ا�ظ �ب کم �ظ �هٔ )4(، ل�ی�گ اول دس�ت . ا�ظ �ا�ب ی اس�ت �ظ ام�ظ �پ �ظ ، �پ� طر�ظ حپ ر اس�ت موع کل ��ظ م�ب

ب( چه وقت اکثریتِ اکید تضمین میشود؟
. اً و�ت�تی�پا��ذ �ت �ی  د�ت

n=2m ا�ظ دو ل�ی�گ ا��ید. م�ی کگدظ . اکگر m2 �ب ی هس�ت ا�ظ �ش ال�ظm �ب �ظ رد �ب ؛ �اه�ب �یس�ت �ی�ت ممک�ظ �ظ رد اس�ت و �تساویِ د�ت د، ا�ی�ظ عدد �ظ اسش رد �ب  �ظ
ر�ی�ت اک�ید �ا میدهد. ا�ی�ظ هما�ظ  ه اک�ش �ی�ب �ت کم �ظ��ظ و د� �ظ .n≡2(mod4)دس�ت  اس�ت

رای  ی �n≡0(mod4)ب م �وی m، �یع�ظ �ت�ظ �ت م�ظ م�ظ �یم. �ی� �تو��ظ ع میسا�ظ ، ما�ظ و�ج ا�ی2m+1 �ظ ما�هکگدظ �یمها �ا �وی دا�یره سش ر�ید: �ت کگ�ی �یم �ب  �ت
�یم  �ید و �ت �یم imک�ظ رد. هر �ت �ب عدی �ا �ب �یم �ب ا�ظ m �ت د. م�ی �ی �ظ ک�ظ �یم �ا حدظ رد دا�د. �ی� �ت اً 2m �ب �ت �ی ده، د�ت ا�تیما�ظ �یم �ب را�ظ m �ت �یم �ت �یمm و 1+ �ت  �ت

را�ظ  د.1−�ت  دا��ظ
و�ظ  �یمهای mحپ ، �ت و�ج اس�ت �یمهای 1+ �ظ و�ج و �ت �ظ و�ج �ی�ش �ظ ا�پ �یسش ا1− �ا �پ ا�ب ل�ی�گ اول �ب �ت�ظ ه هر ا�ظ د. ل�ی�گ دوم �ب �ی و�ج ک�ظ �ظ و�ج ه �ظ داکگا�ظ  �ا حب

�هٔ )4(، �ب �ا�ب هموحب . �ب ر اس�ت ر و ��ظ را�ب را�ظ دو ل�ی�گ �ب موع �ت ه هر ل�ی�گ می�سد و م�ب �یم �ب و�ج �ی� �ت �یم �پاس�ظ میدهد. ا�ظ هر �ظ هم�تای هما�ظ �ت
د. �ظ ک�ظ م�ی ر�ی�ت اک�ید �ا �ت�ظ د اک�ش می�توا�ظ ؛ �پ� ل�ی�گ اول �ظ ر اس�ت را�ب ا�ظ �ب کگیسش ل�ی ا�ظ ردهای م�ی �تعداد �ب

∑v∈As(v)=#{بردهای لیگ اول بر لیگ دوم}−#{بردهای لیگ دوم بر لیگ اول}. )۴(

∑a∈As(a)≥∑b∈Bs(b).

n≡2(mod4).
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