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ه�ت د، �یالها را �ج �ن ده �رک�ت میک�ن �ش د�ید�ن ارن ا�ن روی راأسهای �ج �یک�ن ارن د. �ج �یر میک�ن �ی �ن ها �ت ر�یا�ن اآ�ن �تصاص دارد که کگرا�ن در �ج یها�یی ا�ن ارن ه �ج ه �ج ا�ی�ن �پرورش
ی �ی�ن ا�یدههای اصلی را م�ر�ن ارن ل اآ�ن د. م�ا�أ �ن یوارِ م��ی�ن میسارن ارن کگیهای �ج ا و�یرش ها�یی �ج ا�ن کگرا�ن ودسش ا�یا�نی �ن ل �پ د و در م�ا�أ �ن د �یا ر�ن�گ میک�ن میده�ن

د. ارن میرس�ن �ش �ج �ن �ج �ج �ن �یههای مهم و �پ ه �تصن ل �ج وار�تر�ی�ن م�ا�أ د و دسش �ن میک�ن

شیوهٔ کار پروژه

ارسش د. کگرن �ن ر �نمیک�ن �ی �ی �ن ه �ت ا�یا�ن �پرورش ا �پ د و �ت و�ن �ی�ن میسش ��ی ه �ت ارن �پرورش �ی�ش ارن اآ�ن �یم �پ ای �ت د. ا�صن �ی ا�ج�ت کار ک�ن ای �ش ا ا�صن �یمی �ج ها�یی �یا در �ت �ن ه�ت د �ج �ی می�توا�ن
ی �ج اهی �یا ک�ت �ن ه، سش ما�ن ارن دورهأ �پرورش ده، در هر رن ا مهل�ت ا�لامسش دار را می�توا�ن �ت �ش �ر�ن مارهدار �یا هر �ج�ن لهأ سش . هر م��أ �ی��ت م �ن �ترک لارن ها�یی م�ش �ن

ه �ت�و�یل داد. داکگا�ن �ش را می�توا�ن �ج �ن د. هر �ج �ی ه ک�ن اره ارا�أ ده را دو�ج هأ اصلاحسش د �ن��ن �ی رها می�توا�ن �ن �ت �ن �ت�و�یل داد. �پ� ارن در�یا�ن
ا�ت �ی� �کم کلی �ج ها�یی ا�ش �ن ه�ت � �ج د �ال�ت کو�پ �ن ررسی �پ رد. �ج کگ�ی ر �ج �ن ارن �ر�ی�ن را در �ن های م�ج د و همهأ �پاس�ن اسش ه �ج �ت رها�نی کامل داسش ا�ید �ج راه�ل �ج

ا کم� ا�ی�ن ی که �ج ا�ی�ج �ت ی ارن �ن �ن هروسش ا�ید �ج دکگا�ن �ج �ن ک�ن رک�ت �تل سش د و اس�تدلال م��ت و�ن کر سش ا�ید دن ده �ج ادهسش �ن امههای اس�ت ر�ن الهها و �ج ها، م�ت . همهأ ک�تا�ج �ی��ت �ن
ود. دا سش د �ج ه دس�ت اآمدها�ن ع �ج ا�ج م�ن

ارهها. ده،س�ت سش ا�ت �ج اص ا�ش های �ن �ید �ال�ت لهأ ۲۷. در ا�ی�ن م�ا�أل می�توا�ن ، ۱۴حج و م��أ ، ۱۱ح، �۱۳ت د: ۱۱حچ دها�ن ص سش �ن ا ★ م�ش ارن �ج �ش �ج �ن �ج �ج �ن اً �پ �ت �ی  د�ت
ص �ن ا ★ م�ش ارن اس�ت که صر�ی�اً �ج ها�یی م�ج �ش �تط در �ج�ن و�ی �ن اده ارن هوسش مص�ن �ن د. اس�ت �ی ه ک�ن ده ارا�أ ررسیسش یِ �ج ا�ت ا�ی�ج م�اس�ج �ت ه �یا �ن ارن لمهای �ت

ه کگو�ن و�ی �پ �ی� ده�ید هوسش مص�ن اً �توصن �ت �ی ا�ید د�ت ارهدار �ج لهأ س�ت رای �ی� م��أ ه �ج �ی�ج �ت هأ �ن . در ارا�أ وع اس�ت ه مم�ن های د�یکگر �پرورش �ش د و در همهأ �ج�ن دها�ن سش
. ه دس�ت اآمده اس�ت و�ی �ج ه �یا کم� هوسش مص�ن ا م�اس�ج د و کدام �ت�م�ت �ج ا�ت کردها�ن �ج دکگا�ن ا�ش �ن ک�ن رک�ت �ید کدام �ت�م�ت را سش �ن ک�ن �ته و روسش ه کار ر�ن �ج

راردادها. ا اطلا�ا�ت�ت یها �ج ارن . همهأ �ج ر �یا دور، �ت�داد �یالهای اآ�ن اس�ت د و طول م��ی اهی و سادها�ن �ن ها م�ت ود، همهأ کگرا�ن �ته سش �ش کگ�ن لا�ن که �ن  مکگر اآ�ن
ی در ارن د، �ج اسش ده �ج وری �ت�ر�ی�ن سش رد �ن رط �ج د. اکگر سش اسش ده �ج ارن سش که صر�ی�اً م�ج ، مکگر اآ�ن وع اس�ت و�ج�ت مم�ن د. رد کرد�ن �ن یا�ن دو�ن �رک�ت �تصاد�ن کامل و �ج
ا�نی �یرس�ت ا�ن �توی د�ج اآمورن رای دا�ن�ش واری �ج د. دسش اسش ده �ج کر سش کگامی ممک�ن اس�ت که صر�ی�اً دن �تط ه�ن د. �ت�اوی �ن ا�یا�ن می�یا�ج �ت اآ�ن �پ هأ �ت��ت �ن ل��ن �ی ��ت �ن�ن

ا ارن  :  �ت ده اس�ت دی سش �ن ه�ج ؛  در�ج اً �ی� سا��ت کار؛  کگرمکرد�ن �ج ر�ی �ت ل�ه؛  �ت رای �ی� �ج دی �ج لهای �ج د سا��ت م��أ �ن  ممک�ن اس�ت �پ
رد؛ و  �ج ما�ن �ج .رن � اس�ت هأ کو�پ ر �یا �ی� �پرورش لهأ م��ی  �ت
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A.رأسهای بازدیدنشده و یالهای تازه 

 بازیِ بدون بازگشت۱.
؛ ب(، پ( صورتهای تدوینکنندگان پروژه؛ ت( پیشنهادFraenkel–Scheinerman–Ullman, 1993 منبع: الف( ؛ ت( ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

یکی از همنویسان

اهی  �ن ام در کگرا�ن م�ت ه �ن ا راأسی �ج �ی �ت ا، �پ ا و واس�ی �ی �ت د. س�پ� �پ ده ا�لام میک�ن د�یدسش ارن ارد و اآ�ن راأس را �ج د، مهره را روی اآ�ن میکگدن ا�ج میک�ن �ت�ن  ا�ن
د. ارن د می�ج د �رک�ت ک�ن وا�ن �ت ی که �ن �یک�ن ارن . �ج ا واس�یاس�ت �ی�ن �رک�ت �ج ��ت د؛ �ن�ن ر�ن ده می�ج �ش د�ید�ن ارن ه راأسی �ج و�ج�ت مهره را در ام�تداد �ی� �یال �ج ه�ن �ج

ها اکگر  �ن ده اس�ت اکگر و �ت ر�ن ا �ج �ید واس�ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش ه، اکگر ال�ن هو�یرش د. �ج ا�ن وسش �پ �تی که همهأ راأسها را �ج ی �ت�ا�ج د؛ �ی��ن اسش ه �ج �ت �ت کامل داسش رد �ت�ا�ج  �ن
. ده اس�ت ر�ن ا �ج �ی �ت د، �پ اسش �ج

و�ج�ت ��تی د. رد کرد�ن �ن �ت�ش را رد ک�ن و�ج ای �رک�ت مهره �ن ه�ج د �ج ار می�توا�ن ر �ی� �ج ی �داک�ش ارن �یک�ن در طول �ج ارن د: هر �ج ر ده�ی �ی �ی �ن �ن �ت �ی �ن �ن را �پ �ی ( �توا�ن �ج
د. ر �نمیک�ن �ی �ی �ن �ش ال�ن �ت �ن ار �ج �ید م��ی �ت ک�ن ا�ج . �ش ارن اس�ت �ی��ت م�ج و�ت�تی ه�ی�چ �رک�تی ممک�ن �ن

ما�یرن  ا دو راأس م�ت �ی �ت و�ن �پ ( اک�ن ، و �پ �ت و�ج د. در هر �ن ده ا�لام میک�ن د�یدسش ارن ارد و هر دو راأس را �ج د، روی هرکدام �ی� مهره میکگدن ا�ج میک�ن �ت�ن  را ا�ن
رای هر  ام میدهد. �ج �ج �ی�ن �رک�ت را ا�ن ��ت ا �ن�ن رد؛ واس�ی ده می�ج �ش د�ید�ن ارن ه راأسی �ج ا�ج کرده و اآ�ن را در ام�تداد �ی� �یال �ج �ت�ن �یک�ن �یکی ارن مهرهها را ا�ن ارن �ج

د  �ن ، کگرا�ن هم�ج وحج ا  رن رای  �ج ا�ج �ج �ت�ن �ید و دو ا�ن �ارن �ت کامل �ج ده راأس و دارای �ت�ا�ج ر�ن ا �ج �ی �ت ا و در د�یکگری �پ ده�ید که در �یکی واس�ی  �ج
د. اسش �ج

د  �ی رصن ک�ن ( �ن �ی�ن �ت ارن ِ راأس اآ�ن ما�یرن ا�ج م�ت �ت�ن رای دو ا�ن کم �ج ا دس�ت �ی �ت د �پ �ی �ت ک�ن ا�ج وی. �ش رن ه راأس م�ن �ت کامل دارد و �ن ه �ت�ا�ج . �ن ده اس�ت ر�ن  �ج

 سکهها روی گراف۲.
 منبع: پیشنهاد یکی از همنویسان؛ پ(، ت( از تدوینکنندگان پروژه؛ ت( ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

د  �ن اهی و هم�ج �ن ارد،در هر راأس ارن کگرا�ن م�ت ا میکگدن �ج د، مهره را اآ�ن ا�ج میک�ن �ت�ن �ی�ن را ا�ن ارن ا راأس اآ�ن �ی �ت ی و ص��ی� سکه �ترار دارد. �پ �ن ام�ن ، �ت�دادی �ن
ا�ید در ، مهره �ج ام میدهد. در هر �رک�ت �ج �ی�ن �رک�ت را ا�ن ��ت ا �ن�ن رمیدارد. س�پ� واس�ی د و همهأ سکهها�ی�ش را �ج ده ا�لام میک�ن د�یدسش ارن راأس را �ج

ا�یا�ن ی �پ ارن د، �ج د �رک�ت ک�ن وا�ن �ت �دی �ن �یک�ن �ج ارن �تی �ج رمیدارد. و�ت د�ید را �ج �یک�ن همهأ سکههای راأس �ج ارن رود و �ج ده �ج �ش د�ید�ن ارن ه راأسی �ج ام�تداد �ی� �یال �ج
. ری، �ت�اوی اس�ت را�ج ؛ �ج ده اس�ت ر�ن �تری دارد �ج �ی�ش ی که سکهأ �ج �یک�ن ارن د. �ج می�یا�ج

�ید  رصن ک�ن ( �ن د.ال�ن ارن �ج د که �ن ی ک�ن ارن ا�ن �ج �ن د و س�پ� �پ ا�ج ک�ن �ت�ن ا�ن ا�ن �ن �ی�ن را �پ ارن د راأس اآ�ن ا می�توا�ن �ی �ت د �پ �ی �ت ک�ن ا�ج . �ش ر اس�ت  �ی� م��ی
اهی  �ن �ت م�ت رای هر در�ن ( هم�ی�ن �کم را �ج �ید.�ج �ت ک�ن ا�ج  �ش

( هم�ی�ن �کم را و�ت�تی  �ید.�پ �ت ک�ن ا�ج  �ی� دور اس�ت �ش
د  �ن اهی و هم�ج �ن رای هر کگرا�ن م�ت ( اآ�یا ا�ی�ن �کم �ج ؟�ت  درس�ت اس�ت

 افزودن یالها تا نخستین دور فرد۳.
؛ پ( پیشنهاد یکی از همنویسانCanadian Mathematical Olympiad 2019, Problem 5 منبع: الف(، ب( ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

�ت ارن  ا�ج مو�های �ش ا م�ج ی که�ج �یک�ن ارن د. �ج ارن میک�ن ا اآ�ن �ی �ت د و �پ �ن ه میک�ن ا�ن ا�ی�ج اصن �ت �ی� �یالِ �ن و�ج ه�ن ا �ج ا و واس�ی �ی �ت د. �پ �ی ارن ک�ن دو�ن ه�ی�چ �یالی اآ�ن  راأس و �ج
د. ارن وراً می�ج د �ن �ارن رد �ج ار دوری �ن �ن �ج �ی ��ت رای �ن�ن �رک�ت�ش �ج

د اکگر  �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش .ال�ن ده اس�ت ر�ن ا �ج د، واس�ی اسش رد �ج  �ن
وحج  اد�یر رن ( همهأ م�ت �ید.�ج �ن ک�ن �ی ��ی ده اس�ت �ت ر�ن ا �ج �ی �ت ها �پ  را که در اآ�ن

رای هر  ا �ج �ی �ت د �پ �ی �ت ک�ن ا�ج د. �ش ه هم وصل ک�ن وی را �ج رن د دو راأس م�ن می�توا�ن ا، ه�ی�چ �یالی �ن �ی �ت �ی�ن �رک�ت �پ ��ت د: �پ� ارن �ن�ن ر ده�ی �ی �ی �ن �ن �ت �ی �ن �ن را �پ �ی ( �توا�ن �پ
. ده اس�ت ر�ن وحج �ج رن

 افزودن یالها تا همبندی۴.
 منبع: پیشنهاد یکی از همنویساندشواری: 

�ت ارن  ا�ج مو�های �ش ا م�ج ی که�ج �یک�ن ارن د. �ج ارن میک�ن ا اآ�ن �ی �ت د و �پ �ن ه میک�ن ا�ن ا�ی�ج اصن �ت �ی� �یالِ �ن و�ج ه�ن ا �ج ا و واس�ی �ی �ت د. �پ �ی ارن ک�ن دو�ن ه�ی�چ �یالی اآ�ن  راأس و �ج
رای هر  ده را �ج ر�ن د. �ج ارن وراً می�ج د �ن د ک�ن �ن ار کگرا�ن را هم�ج �ن �ج �ی ��ت رای �ن�ن �ید.�رک�ت�ش �ج �ن ک�ن �ی ��ی  �ت
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B.جهتدهیهای پویا 

 مهره و برگرداندن جهت یالها۵.
Tournament of Towns 2018/19 منبع: ؛ ب( دشواری: الف( 

د  �ن ه�ت و هم�ج �ج دو�ن د. س�پ�کگرا�ن سادهأ �ج ا�ج میک�ن �ت�ن �ی�ن مهره را ا�ن ارن ه�ت میدهد و راأس اآ�ن �تدا همهأ �یالها را �ج ا ا�ج �ی �ت کم دو راأس دارد. �پ  دس�ت
ه راأس ه�ت �ی� �یالِ م�تصل �ج اً �ج �ت �ی ا د�ت �د واس�ی ی �رک�ت دهد؛ �ج رو�ج ا�ید مهره را روی �ی� �یال �ن ا �ج �ی �ت ود. در هر دور، �پ ام میسش �ج ی در دورها�یی ا�ن ارن �ج

ی ارن م�ل مهره رو�ج ا ه�ی�چ �یال �ن �ی �ت �ت �پ و�ج �ی�ش ارن �ن د. اکگر �پ �یموده اس�ت م�کوس ک�ن د هما�ن �یالی را که مهره �پ د و می�توا�ن د�ید را م�کوس میک�ن �ج
. ده اس�ت ر�ن ا �ج �ی �ت د، �پ ها�ی�ت ادامه �یا�ج ی�ن ی �ج ارن . اکگر �ج ده اس�ت ر�ن ا �ج د، واس�ی اسش �ج �ن

( اکگر  د.ال�ن ه �رک�ت ک�ن رای هم�ی�ش ا �ج ر هر �پاس�ن واس�ی را�ج د که در �ج ا�ج ک�ن �ت�ن ا�ن ا�ن �ن �ی�ن را �پ ارن ��ی�ت اآ�ن د وصن ا می�توا�ن �ی �ت د �پ �ی �ت ک�ن ا�ج د، �ش اسش �ت �ج  در�ن
( اکگر  ود.�ج ده میسش ر�ن اهی دور �ج �ن ا �پ� ارن �ت�داد م�ت �ی �ت های �پ �ی�ن و �رک�ت ارن ��ی�ت اآ�ن �تل ارن وصن ا م��ت �ید واس�ی �ت ک�ن ا�ج د، �ش اسش ه �ج �ت  دوری داسش

 دو مهره و برگرداندن پیکانها۶.
؛ بخش الف پیشنهاد یکی از همنویسانM. Didin, 2026 منبع: ؛ ب( دشواری: الف( 

ما�یرن  ا در  و دو راأس م�ت �ی �ت د. مهرهأ �پ دها�ن ا�ج سش �ت�ن اهی ا�ن �ن دار م�ت ه�ت ا در  در �ی� کگرا�ن �ج دار ارن  و مهرهأ واس�ی ه�ت ه  اس�ت و م��یری �ج  �ج
د �ن ود. هر دو مهره می�توا�ن اصله م�کوس میسش لا�ن ده �ج �یمودهسش ه�ت �یالِ �پ د و �ج ال میک�ن �ج ی را د�ن رو�ج �یکا�ن �ن کگام �رک�ت �ی� �پ ود دارد. هر مهره ه�ن و�ج

ه  ود را �ج واهد مهرهأ �ن ا می�ن �ی �ت د. �پ اد �نمیک�ن رای �رک�ت مهرهأ د�یکگر ا�ی�ج د و م�ل �ی� مهره ه�ی�چ م�دود�ی�تی �ج �ن اسش د.در �ی� راأس �ج رسا�ن  �ج
ا �ی �ت �تط �پ د. ارن اآ�ن �پ� �ن ام میدهد و س�پ� د�یکگر �رک�ت �نمیک�ن �ج ود ا�ن ا مهرهأ �ن ، �ج ر �رک�ت ، ��تی ص�ن ارن اهی �رک�ت م�ج �ن ا هر �ت�داد م�ت �تدا واس�ی ( ا�ج ال�ن

ه  د �ج ا می�توا�ن های واس�ی الهأ �رک�ت �ج ا �پ� ارن هر د�ن �ی �ت د �پ �ی �ت ک�ن ا�ج د. �ش رسد.�رک�ت میک�ن  �ج
ا �ی �ت ود را �رک�ت دهد. �پ د �یا مهرهأ �ن �ت را رد ک�ن و�ج د �ن �ت�ش می�توا�ن و�ج �یک�ن در �ن ارن د. �ج ارن میک�ن ا اآ�ن �ی �ت د و �پ �ن و�ج�ت �رک�ت میک�ن ه�ن ا�ن �ج �یک�ن ارن و�ن �ج ( اک�ن �ج

ه  ار �ج �ن �ج �ی ��ت رای �ن�ن که مهرهاسش �ج ی�جهم�صن اآ�ن �ی�ن ارن دار اآ�ن ه�ت . اآ�یا کگرا�ن �ج ده اس�ت ر�ن ا �ج �تد، واس�ی �ن �ی ا�ت هرکگرن �ن �ن ود؛ اکگر ا�ی�ن ا�ت ده میسش ر�ن رسد �ج  �ج
ود؟ ا سش �ی �ت رد �پ ع �ج د ما�ن وا�ن �ت ا روی اآ�ن �ج ود دارد که واس�ی و�ج

ا ۹. ل ۷ �ت �ترک مسا�ئ �ی�ن مسش وا�ن ه�ت �ت �ج دو�ن د و اآ�ن روی کگرا�ن �ج �ن ا�ج میک�ن �ت�ن ده را ا�ن �ش اری�ن کگدن ه�ت ورن �ج �ت �ی� �یالِ ه�ن و�ج ه�ن ک�ن �ج هسش ر�ن هسارن و �پ ر�ن ، �پ
هسارن ر�ن د. �پ ه�ت دادها�ن �یک�ن �ج ارن د که هر دو �ج اسش ده �ج �ته سش ها�یی سا�ن �یکا�ن د ارن �پ دار می�توا�ن ه�ت د. �ی� دور �ج ه�ت �ترار میده�ن را در �یکی ارن دو �ج

کم  ا طول دس�ت داری �ج ه�ت د،�جهم�صن �پد�ید اآمد�ن دور �ج اسش ه �ج �ت داسش ود �ن �ی�ن دوری و�ج �ن د و �پ و�ن ه�ت داده سش ود؛ اکگر همهأ �یالها �ج ده میسش ر�ن  �ج
د، �ت �ن �ی ا�ت هرکگرن �ن �ن د؛ اکگر ا�ی�ن ا�ت �ارن اهی �ج �ن دار م�ت ه�ت اهی �رک�ت �ی� دور �ج �ن ا�ید در �ت�داد م�ت هسارن �ج ر�ن اهی، �پ �ن ام�ت . روی کگرا�ن �ن ده اس�ت ر�ن ک�ن �ج هسش ر�ن �پ

. ده اس�ت ر�ن ک�ن �ج هسش ر�ن �پ

 گرافهای ۲-تباهیده۷.
 منبع: مسئلهای از تدوینکنندگان پروژه؛ ب( دشواری: الف( 

ر کگرا�ن را  هأ �داک�ش ا در�ج ا�تهی اآ�ن راأسی �ج �یرکگرا�ن �ن ام�یم اکگر هر رن اه�یده می�ن �ج د.-�ت اسش ه �ج �ت  داسش
د کگرا�ن  �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش ر ال�ن هأ ورودی هر راأس �داک�ش د که در�ج �ن اسش ه �ج �ت دو�ن دوری داسش اریِ �ج کگدن ه�ت ها اکگر �یالها�ی�ش �ج �ن اه�یده اس�ت اکگر و �ت �ج د.-�ت اسش  �ج

د. ه�ت ده�ی ا�ید �یالهای کگرا�ن را �ج �تط �ج ود؛ �ن ام �نمیسش �ج ی ا�ن ارن �ش �ج �ن در ا�ی�ن �ج
�ید  رصن ک�ن ( �ن اهی و �ج �ن ی م�ت د اکگر  کگرا�ن �ی �ت ک�ن ا�ج . �ش اه�یده اس�ت �ج رن اکگر -�ت �ی ؛ و �ن ده اس�ت ر�ن ک�ن �ج هسش ر�ن د، �پ ارن ک�ن هسارن اآ�ن ر�ن د و �پ اسش وحج �ج  رن

. ده اس�ت ر�ن ک�ن �ج هسش ر�ن د، �پ ارن ک�ن ک�ن اآ�ن هسش ر�ن د و �پ اسش رد �ج  �ن

 شبکههای مربعی۸.
 منبع: بازی جهتگذاری روی شبکهها؛ ب( دشواری: الف( 

مو�هراأس  ا م�ج اهی �ج �ن ام�ت �ی �ن کهأ مر�ج �ج ( سش ل�یدسی ال�ن اصلهأ ا�ت ا �ن ر�ید که دو راأس �ج کگ�ی ر �ج �ن ارن کرد�ن را در �ن ده را هم در �ال�ت اآ�ن ر�ن د. �ج اور�ن  م�ج
�ید. �ن ک�ن �ی ��ی ک�ن �ت هسش ر�ن ارن کرد�ن �پ هسارن و هم در �ال�ت اآ�ن ر�ن �پ

�ید  رصن ک�ن ( �ن د، که در اآ�ن  و �ج اسش اهی �ج �ن لی م�ت کهأ م��ت��ی �ج رِ دارای  سش د اکگر  م��ی �ی �ت ک�ن ا�ج . �ش د و  راأس اس�ت �ن اسش ار �ج  هم�پ
؛ و اکگر  ده اس�ت ر�ن ک�ن �ج هسش ر�ن د، �پ ارن ک�ن هسارن اآ�ن ر�ن . و و �پ ده اس�ت ر�ن ک�ن �ج هسش ر�ن ارن هم �پ د، �ج ارن ک�ن ک�ن اآ�ن هسش ر�ن د و �پ �ن اسش ار �ج اهم�پ  �ن
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 بازی بولوباش–سابو۹.
Bollobás–Szabó, 1998 منبع: ؛ ج( ؛ ث( ؛ ت( ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

اه دارد و �چ ی �ن رو�ج �یکا�ن �ن مه راأسی اس�ت که ه�ی�چ �پ �ش دارد.�چ �یکا�ن ورودی �ن  راأسی اس�ت که ه�ی�چ �پ
ا �ت�داد راأسها و �یالهای کگرا�ن  �ی�ج �ج ر�ت ه�ت اهی  و  را �ج �ن ا�ن میده�یم. کگرا�ن ساده و م�ت �ش �نه را  �ن �گال کم�ی ام�یم اکگر ه��تهٔ �چ  می�ن

�یرکگرا�ن درس�ت  ا و هر رن رط  �ج د. سش اسش ه �ج �ت  را داسش
اهی و  �ن ام دهد، روی هر کگرا�ن ساده، م�ت �ج �ی�ن �رک�ت را ا�ن ��ت کگامی که �ن�ن ، ه�ن هسارن ر�ن �ید �پ �ت ک�ن ا�ج ( �ش رد دارد.ال�ن رد �ج م راه�ج �ت�ن -م�ن

هأ  �ن کگال کم�ی هأ �پ ی روی ه��ت ارن ( �ج ا�ن همهأ �یالهای �ج �یک�ن ارن �ش �ج �ن د. در ا�ی�ن �ج هسارن دوم �رک�ت میک�ن ر�ن ��ت و �پ ک�ن �ن�ن هسش ر�ن ود. �پ ام میسش �ج  را ا�ن
ها�یی  اری �ن کگدن ه�ت د که �ج �ن ک�ن م�ی د �تصن هسارن می�توا�ن ر�ن �ید �پ �ت ک�ن ا�ج د. �ش اسش ر �پد�ید اآمده �ج ود�ت دار رن ه�ت د، ��تی اکگر دوری �ج ه�ت میده�ن اهی�ج  ه�ی�چ �پ

د. اسش ه �ج �ت داسش �ن
هأ  �ن کگال کم�ی هأ �پ هسارن روی ه��ت ر�ن ( �پ ها�یی�پ اری �ن کگدن ه�ت دار �پد�ید اآ�ید، �یا �ج ه�ت د که �یا دوری �ج ی ک�ن ارن ا�ن �ج �ن د �پ �ید او می�توا�ن �ت ک�ن ا�ج د. �ش ارن میک�ن  اآ�ن

د. اسش ه �ج �ت داسش مهای �ن �ش د، �یا ه�ی�چ �پ اسش ه �ج �ت داسش اهی �ن ه�ت داد�ن همهأ �یالها ه�ی�چ �پ �پ� ارن �ج
اهی  �ن ر�ید: اکگر کگرا�ن ساده و م�ت کگ�ی ه �ج �ی�ج �ت و را �ن –سا�ج اسش ولو�ج هأ �ج �ی ( �تصن کم  دارای �ت ارن راأس و دس�ت ا اآ�ن هسارن �ج ر�ن د، �پ اسش  �یال �ج

رد دارد. رد �ج ی راه�ج ارن �ج
اهی و  �ن هسارن روی هر کگرا�ن ساده، م�ت ر�ن �ید �پ �ت ک�ن ا�ج ( �ش �ید کگرا�ن�ش رصن ک�ن و�ن �ن . اک�ن ده اس�ت ر�ن د، �ج ارن ک�ن ه ک�ی اآ�ن که �پ �تل ارن ا�ی�ن م، م��ت �ت�ن -م�ن

ا  �ن� سادهای �ج �یر ارن �ج دن �پ ه�ت د و �ج �ن ه، هم�ج ��ت ه  راأس �جهصور�ت سلولی در رو�یهای �ج ی هر و�ج ما�ی�ش مررن �ی د و طول �پ اسش ده �ج ده سش ا�ن �ش  �ن
. ده اس�ت ر�ن �ی�ج �رک�ت �ج ر�ت هسارن در هر دو �ت ر�ن �ید �پ �ت ک�ن ا�ج �ید و �ش ا�ج �ی د. �ت�داد �یالها را �ج اسش �ج

�اع  هدارِ سش ( �تو�پ ر�ی�ش ر حج ص �داک�ش �ن ا�ن ارن �ی� مرکرن م�ش اصلهسش ده �توسط راأسها�یی اس�ت که �ن اسش �یرکگرا�ن ال�ت رای هر ، رن . �ج ، کگرا�ن اس�ت
اهی  �ن �اع  و راأس ساده و م�ت هدار سش �ید که �تو�پ ر�ی�ش �ارن ا�ن �ج �ن ا مرکرن  را �پ �اع  �ج هدار سش ا �تو�پ ر�ی�ش د، �ج اسش �ت �ج �ی �یکر�ی�ن کهأ مر�ج �ج  در سش

ده روی  ر�ن کگر، �ج ارن �یک�ن اآ�ن ارن ا�ج �ج �ت�ن رای هر �ی� ارن دو ا�ن �ت رااما �ج ارام�ترهای سا�ن د. همهأ �پ اسش اهی �ج �ن ام�ت کهأ �ن �ج ر روی سش اطن �ن ی م�ت ارن دهأ �ج ر�ن ال�ن �ج  م�ن
�ید. ا�ن ک�ن �ی صر�ی� �ج

ع اصلی:  �ج .B. Bollobás, T. Szabó, The oriented cycle game, Discrete Mathematics 186 )1998(, 55–67م�ن
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C.رنگآمیزی یالها و بازیهای کلیکی 

رای کگرا�ن  ا �ج ا ، �دد کل�ی� اآ�ن را �ج لال اآ�ن را �ج �ت ا�ن میده�یم. و �دد اس�ت �ش  �ن

 نخستین مثلث تکرنگ۱۰.
؛ تعمیمیافته در این پروژهSimon Marais Mathematics Competition 2017, A1 منبع: دشواری: 

د  �ی رصن ک�ن �ت �یالهای �جیر�ن�گ �ن و�ج ه�ن که سه �یالِ ر�ن�گ او. اآ�جی و �ترمرن �ج �یک�ن �جهم�صن اآ�ن ارن د. �ج ارن میک�ن ی اآ�ن د و اآ�ج �ن ود ر�ن�گ میک�ن ا ر�ن�گ �ن  را �ج
ی ارن هأ �ج �ی�ج �ت . �ن ی م�اوی اس�ت ارن د، �ج اسش ه �ج �ت داسش ی �ن ل�ش �ن م�ش �ی �ن �ی� �پ د و ه�ی�چ و�ن ود. اکگر همهأ �یالها ر�ن�گ سش ده میسش ر�ن د �ج �ن �ارن ل�ش �ج ار �ی� م�ش �ن �ج �ی ��ت رای �ن�ن �ج

د. �ی �ن ک�ن �ی ��ی ه را �ت �ن ه�ی �ج

 بازی متقارن اردوش۱۱.
Erdős; Malekshahian–Spiro, 2026; Cambie–Provoost, 2025 منبع: ؛ چ★( باز؛ ح★( باز ؛ ج( ؛ ث( ؛ ت( ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

د  �ی رصن ک�ن �ت �ی� �یال �جیر�ن�گ ارن �ن و�ج ه�ن ی �ج د�ن همهأ. �ترمرن و اآ�ج د. �پ� ارن ر�ن�گ سش ارن میک�ن د؛ �ترمرن اآ�ن �ن ود ر�ن�گ میک�ن ا ر�ن�گ �ن ا�ج کرده و �ج �ت�ن  ا�ن
. کگرا�ن �یالهای ده اس�ت ر�ن ی �ج ر ا�ی�ن صور�ت اآ�ج �ی ؛ در �ن ده اس�ت ر�ن د، �ترمرن �ج اسش ی �ج ر�ی�ن کل�ی� اآ�ج �ت رکگ رن ر ارن �ج �ت رکگ رن داً �ج ر�ی�ن کل�ی� �ترمرن اک�ی �ت رکگ رن �یالها، اکگر �ج

ا  �ی�ج �ج ر�ت ه�ت ی را �ج ا�ن میده�یم. و �ترمرن و اآ�ج �ش  �ن
د  ه می�توا�ن �ید �ترمرن هم�ی�ش �ت ک�ن ا�ج ( �ش د.ال�ن �ن ک�ن م�ی  را �تصن

د  ه می�توا�ن د اآ�جی هم�ی�ش �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش �ج

د. �ن ک�ن م�ی را �تصن
واه  اهی دل�ن �ن ای کگرا�ن کامل، کگرا�ن م�ت ه�ج ( �ج د و�پ �ن �گ اآ�ن را ر�ن�گ میک�ن �ت �یالهای �جیر�ن و�ج ه�ن ی �ج ر�ید. �ترمرن و اآ�ج کگ�ی ر �ج �ن کم �ی� �یال را در �ن ا دس�ت  �ج

د  �ید �ترمرن می�توا�ن �ت ک�ن ا�ج د. �ش ارن میک�ن د �ترمرن اآ�ن د و اآ�جی می�توا�ن �ن ک�ن م�ی ی را �تصن ارن را�ی�ن در �ج ا�ج �ن د. �ج �ن ک�ن م�ی  را �تصن
ر  را�ج لا�ن دو �دد کل�ی� �ج �ت ه ا�ن �ن ه�ی . �یا �ج  اس�ت
د روی  وا�ن �ت د �ترمرن �ج �ی رصن ک�ن ( �ن د اآ�جی روی �ت �ی �ت ک�ن ا�ج د. �ش �ن ک�ن م�ی رد اک�ید را �تصن رد دارد. �ج رد �ج  راه�ج
د روی  وا�ن �ت د �ترمرن �ج �ی رصن ک�ن ( �ن د اآ�جی روی �ش �ی �ت ک�ن ا�ج د. �ش �ن ک�ن م�ی رد اک�ید را �تصن رد دارد. �ج رد �ج  راه�ج

د  �ی رصن ک�ن ( �ن د روی حج وا�ن �ت د اآ�جی روی  و �ترمرن �ج �ی �ت ک�ن ا�ج د. �ش �ن ک�ن م�ی رد اک�ید را �تصن رد دارد. �ج رد �ج  راه�ج
�ی�ی  �ید: �دد ط�ج �ت �یا رد ک�ن ا�ج ★( �ش رای هر حچ ود دارد که �ج د روی ای و�ج وا�ن �ت د، اآ�جی روی ، اکگر �ترمرن �ج �ن ک�ن م�ی رد اک�ید را �تصن  �ج

د. اسش ه �ج �ت رد داسش رد �ج راه�ج
رای هر  د: �ج �ی �ت �یا رد ک�ن ا�ج .ح★( �ش ده اس�ت ر�ن ه �ج �ن ه�ی ی �ج ارن ، اآ�جی در �ج

 بازی نامتقارن ۱۲۱:۲.
 منبع: مسئلهای از تدوینکنندگان پروژه؛ ب( دشواری: الف( 

د  �ی رصن ک�ن رن روی �یالهای کگرا�ن کامل �ن کگ�ی �ن لّا و �پ ِ د؛. �ج �ید میک�ن لّا �ی� �یال �جیر�ن�گ را س�ن ِ د. در هر دور، �ج ارن میک�ن لّا اآ�ن ِ د و �ج �ن ی میک�ن ارن  �ج
د�ن همهأ �یالها، اکگر د. �پ� ارن ر�ن�گ سش اه میک�ن ها را س�ی د همهأ اآ�ن اسش ده �ج ا�تی ما�ن ر ارن دو �یال �ج د، �یا اکگر کم�ت اه میک�ن رن دو �یال �جیر�ن�گ را س�ی کگ�ی �ن س�پ� �پ

. ده اس�ت ر�ن لّا �ج ِ ر ا�ی�ن صور�ت �ج �ی ؛ در �ن ده اس�ت ر�ن رن �ج کگ�ی �ن د، �پ اسش د �ج �ی ر�ی�ن کل�ی� س�ن �ت رکگ رن ر ارن �ج �ت رکگ رن داً �ج اه اک�ی ر�ی�ن کل�ی� س�ی �ت رکگ رن �ج
( اکگر  �ید و ال�ن را  کگرا�ن �یالهای س�ن �ی� ده�ید �پ د، �توصن اسش اه �ج . کگرا�ن �یالهای س�ی
رای  ( �ج �ید.�ج ه ک�ن رن ارا�أ کگ�ی �ن رای �پ رد صر�ی� �ج رد �ج ، �ی� راه�ج

 بلا و چنگیز روی ۱۳.
YUMT 2025 Grand Final, Problem 3; Erdős; Cambie–Provoost, 2025 منبع: ؛ ت★( باز ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

د  �ی رصن ک�ن رن روی �یالهای  و �ن کگ�ی �ن لّا و �پ ِ د. �ج �ن اسش لّا �ی� �یال �جیر�ن�گ را ا�داد ص��ی� �ج ِ د. در هر دور، �ج ارن میک�ن لّا اآ�ن ِ د و �ج �ن ی میک�ن ارن  �ج
رن  کگ�ی �ن د، �پ اسش ده �ج ا�تی ما�ن کگی �ج د. اکگر �یال �جیر�ن �ید میک�ن ر ارن س�ن ا�ن کم�ت د، �یا اکگر �ت�دادسش اه میک�ن ها را س�ی ا �تای اآ�ن ی �ج ارن د. �ج اه میک�ن د همه را س�ی اسش  �ج

د. اسش د �ج �ی ر�ی�ن کل�ی� س�ن �ت رکگ رن ر ارن �ج �ت رکگ رن داً �ج اه اک�ی ر�ی�ن کل�ی� س�ی �ت رکگ رن ها اکگر �ج �ن ده اس�ت اکگر و �ت ر�ن رن �ج کگ�ی �ن د. �پ ا�یا�ن می�یا�ج ر�ی�ن �یال �پ د�ن اآ�ن ر�ن�گ سش

Hω(H)α(H)

2/5⋅

n ≥ 5Kn

2/52/52/53/53/55/5⋅

n ≥ 3Kn

RB

ω(R) ≥ ω(B)

ω(R) ≤ ω(B) + 1

G

ω(R) ≥ ω(B)ω(R) ≤ ω(B) + 1

01

KnKn+1

KnKn+2

n > 100KnKn+3

Nn ≥ NKnKn+4

n ≥ 3

1/52/5⋅

n ≥ 3Kn

WBω(B) = α(W )

n = 4

Kn

3/54/55/5⋅

n ≥ 3k ≥ 1Kn

kk

نسخهٔ ۷ · فارسیِ بازبینیشده صورت مسئلههای ل.ک.ت.گ

6



د  �ی رصن ک�ن ( �ن وحج و ال�ن د. رن �ی ه ک�ن رن ارا�أ کگ�ی �ن رای �پ رد صر�ی� �ج رد �ج د. �ی� راه�ج اسش  �ج
د  �ی رصن ک�ن ( �ن وحج و �ج د. رن �ی ه ک�ن رن ارا�أ کگ�ی �ن رای �پ رد صر�ی� �ج رد �ج د. �ی� راه�ج اسش  �ج
د  �ی رصن ک�ن ( �ن رد و �پ د. �ن �ی ه ک�ن رن ارا�أ کگ�ی �ن رای �پ رد صر�ی� �ج رد �ج د. �ی� راه�ج اسش  �ج

د: اکگر  �ی �ت �یا رد ک�ن ا�ج ★( �ش رای هر �ت رن �ج کگ�ی �ن د، �پ اسش رد دارد. �ج رد �ج وحج راه�ج  رن

 کلیک سفید روی تختهٔ نامتناهی۱۴.
؛Beck, 2002; Pekeč, 1996؛ ب( تدوینکنندگان پروژه؛ پ(، ت( Pekeč, 1996 منبع: الف( ؛ ج★( باز ؛ ث( ؛ ت( ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

Beck, 2002; Gebauer, 2012؛ ج( Beck, 2002ث( 

د  �ی رصن ک�ن مارای  و �ن رن روی �یالهای کگرا�ن کامل سش کگ�ی �ن لّا و �پ ِ د. �ج �ن اسش لّا �ی� �یال �جیر�ن�گ ا�داد ص��ی� �ج ِ د. در هر دور، �ج �ن ی میک�ن ارن  �ج
رن  کگ�ی �ن د و س�پ� �پ �ید میک�ن �ید را س�ن لّا �جهم�صن �پد�ید اآمد�ن �ی� کل�ی� س�ن ِ د. �ج اه میک�ن ا  �یال �جیر�ن�گ را س�ی ود. �ج ده میسش ر�ن ر�ی�ن �ت�داد �ج  کم�ت

. م اس�ت رد لارن �ن �ج م�ی رای �تصن ا�ن میده�یم که �ج �ش لّا را �ن ِ های �ج �رک�ت
رای همهأ ا�داد ص��ی�  لّا �ج ِ د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش ه  و ال�ن هو�یرش رد دارد؛ �ج رد �ج . راه�ج اهی اس�ت �ن  م�ت

د  �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش �ج

رای  ( �ج �ید �پ �ت ک�ن ا�ج . �ش
رای  ( �ج �ید �ت �ت ک�ن ا�ج  �ش

د:  �ی �ت ک�ن ا�ج ( کرا�ن �ج� را �ش �ش

رای  ★( �ج ده حج �تهسش ا�ن �ن های سش ر�ی�ن کرا�ن ه�ت ا�ن �ج اصلهأ م�ی ، �ن رکگ رن های �ج

را کاه�ش ده�ید.
�یح. �ی�ش ارن �د�تو�ن ه �ج رای ا�ی�ن �پرورش دهأ اآ�ن �ج �تهسش ا�ن �ن ا�ت سش �ج ، اما ا�ش ر اس�ت و �جهطور م��وسی ارن کرا�ن �ج� �توی�تر اس�ت او�أ �ش حج ارن کگ�ج الای �ج�ن  کرا�ن �ج

. ی اس�ت �ن �ن

 و  رابطهٔ بازیهای ۱۵.
ChatGPT, 2026 نویسنده: دشواری: 

د  �ی رصن ک�ن د؛ اکگر. روی �یالهای �ن اه میک�ن رن دو �یال �جیر�ن�گ را س�ی کگ�ی �ن د و س�پ� �پ �ید میک�ن لّا در هر دور �ی� �یال �جیر�ن�گ را س�ن ِ ، �ج
د  �ی لّا �جهم�صن �پد�ید اآمد�ن کل�ی� س�ن ِ د. �ج اه میک�ن ها را س�ی د، همهأ اآ�ن اسش ده �ج ا�تی ما�ن �گ �ج ر ارن دو �یال �جیر�ن ود. اکگر همهأ �یالها ر�ن�گکم�ت ده میسش ر�ن  �ج

رد دارد. رد �ج ی راه�ج ارن لّا در ا�ی�ن �ج ِ د �ج �ی رصن ک�ن . �ن ده اس�ت ر�ن رن �ج کگ�ی �ن ا�ید، �پ �ی �ن کل�یکی �پد�ید �ن �ی �ن د و �پ و�ن سش
د روی هر کگرا�ن کامل  لّا می�توا�ن ِ د، �ج اه ک�ن �تط �ی� �یال س�ی رن در هر دور �ن کگ�ی �ن که �پ رن ا�ی�ن د، �ج �ن اسش �ی�ن هما�ن �ج د اکگر �توا�ن �ی �ت ک�ن ا�ج ا �ش  �ج

د  �ی د.�ی� کل�ی� س�ن �ن ک�ن م�ی  را �تصن

n > 3k = 4

n > 3k = 3

n > 3k = 3

k = 2n > 3

3/53/54/55/55/5⋅

b ≥ 1r ≥ 2K∞

bKrT (r)b

b ≥ 1r ≥ 2T (r)b

T (3) =b b+ 3.

r ≥ 17⌊2 ⌋ ≤r/2 T (r) ≤1 (r − 3)2 +r−1 r + 1

r ≥ 30

⌊3 ⌋ ≤r/2 T (r) ≤2 j 3 +
j=0

∑
r−2

j r + 1 < r 3r−1

T (r) <1 2 .r+2

r

2 ≤r/2 T (r) ≤1 2r 27 2r/3

1 : 21 : 1

3/5⋅

N ≥ r ≥ 2KN

Kr

KM

M ≥ 6N + 1

Kr+1
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D.گرافها برای بازیها 

 تختهٔ دوهمبند برای قرمز۱۶.
Malekshahian–Spiro, 2026 منبع: دشواری: 

دهأ  سش �ی�ن ��ی �ت �ی�ش �پ اهی و ارن �ن �گِ کگرا�ن م�ت �ت �یالهای �جیر�ن و�ج ه�ن ی �ج د�ن همهأ �یالها، اکگر�ترمرن و اآ�ج د. �پ� ارن ر�ن�گ سش ارن میک�ن د و �ترمرن اآ�ن �ن  را ر�ن�گ میک�ن
. ده اس�ت ر�ن ی �ج ر ا�ی�ن صور�ت اآ�ج �ی ؛ در �ن ده اس�ت ر�ن د، �ترمرن �ج اسش ی �ج ر�ی�ن کل�ی� اآ�ج �ت رکگ رن ر ارن �ج �ت رکگ رن داً �ج ر�ی�ن کل�ی� �ترمرن اک�ی �ت رکگ رن �ج

�ت  �ج رای هر �دد ص��ی� م�ش د ، کگرا�ن �ج �ن کم -هم�ج ا دس�ت ا  �ج �ج د. در ا�ی�ن اسش ه �ج �ت رد داسش رد �ج �ید که �ترمرن روی اآ�ن راه�ج �ارن ی راأس �ج د �ی��ن �ن -هم�ج
د. د میما�ن �ن رن هم�ج �ی �ن هر �ی� راأس �ن د اس�ت و �پ� ارن �دن �ن کگرا�ن هم�ج

 شرکتها و نابغهها۱۷.
؛ تعمیمMoscow Mathematical Olympiad 2011; Tournament of Towns 2011 منبع: ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

و�ی�ی را امه�ن ر�ن �ت �ج و�ج ه�ن ا �ج ا و واس�ی �ی �ت های �پ رک�ت د. سش ا�ن میده�ن �ش ها را �ن ا�ن اآ�ن ا�یی م�ی �ن د و �یالها اآسش و�ی�ا�ن امه�ن ر�ن اهی �ج �ن راأسهای �ی� کگرا�ن ساده و م�ت
و�ی� امه�ن ر�ن �ن �ج �ی ��ت د �ن�ن رک�ت می�توا�ن د. هر سش ارن میک�ن ا اآ�ن �ی �ت رک�ت �پ ؛ سش کرده اس�ت دام �ن رک�ت او را اس�ت�ن �ی� ارن دو سش ورن ه�ی�چ د که ه�ن �ن دام میک�ن اس�ت�ن
د، د �رک�ت ک�ن وا�ن �ت رک�تی �ن د. اکگر سش اسش ه �ج �ت رک�ت داسش ا در هما�ن سش �ن و�ی� اآسش امه�ن ر�ن کم �ی� �ج ا�ید دس�ت �دی �ج دام �ج د. هر اس�ت�ن ا�ج ک�ن �ت�ن ه ا�ن ادا�ن ود را اآرن �ن

اً  �ت �ی ا هما�ن �تا�ده ادامه میدهد. د�ت د، �ج وا�ن �ت ما�نی که �ج ا رن رک�ت د�یکگر �ت د و سش دام را م�تو�ت�ن میک�ن صاس�ت�ن �ن ه م�ش �ن ا�ج وا�ن �ن ه��ن �ی�ش �ج و�ی� ارن �پ امه�ن ر�ن  �ج
د. دها�ن سش

رای  ( �ج د.ال�ن �ن ک�ن م�ی ه را �تصن �ن ا�ج کم دو �ن دام دس�ت د اس�ت�ن وا�ن �ت ا �ج رک�ت واس�ی �ید که در اآ�ن سش �ارن ی �ج ، کگرا�ن
رای  ( �ج د.�ج �ن ک�ن م�ی ه را �تصن �ن ا�ج کم سه �ن دام دس�ت د اس�ت�ن وا�ن �ت ا �ج رک�ت واس�ی �ید که در اآ�ن سش �ارن ی �ج ، کگرا�ن

رای هر  ( �ج کم �پ دام دس�ت د اس�ت�ن وا�ن �ت ا �ج رک�ت واس�ی �ید که در اآ�ن سش �ارن ی �ج د.، کگرا�ن �ن ک�ن م�ی ه را �تصن �ن ا�ج  �ن

4/5⋅

H

M2HM2

2/53/54/5⋅

r

r = 3

r = 4

r ≥ 2r − 1

نسخهٔ ۷ · فارسیِ بازبینیشده صورت مسئلههای ل.ک.ت.گ

8



E.راهبردهای وزنی با یک هدف 

ا ۲۳. ل ۱۸ �ت �ترک مسا�ئ واعد مسش د �ت �ی رصن ک�ن ی �جهصور�ت دوری روی �یالهای  �ن ارن د. �ج ��ت ا�داد ص��ی�ا�ن ود. در هر دور، �ن�ن ام میسش �ج  ا�ن
رن  کگ�ی �ن لّا �پ ِ د و س�پ� �ج اه میک�ن اد را س�ی ِ �رک�ت او �یال اآرن ارن اد ارن �ت�داد م�ج ی �ت�داد �یالهای اآرن �یک�ن ارن �ت �ج و�ج �ی�ش ارن �ن د. اکگر �پ �ید میک�ن اد را س�ن  �یال اآرن

ا  �ی�ج �ج ر�ت ه�ت �ید را �ج اه و س�ن ها�ییِ �یالهای س�ی های �ن د. کگرا�ن ده را ر�ن�گ میک�ن ا�تیما�ن د، همهأ �یالهای �ج اسش ر �ج های و کم�ت �ش ا�ن میده�یم. در �ج�ن �ش  �ن
ی  ارن ه �ج .، دار�یم مر�جوط �ج �ی�ی اس�ت ور لکگار�ی�تم ط�ج �ن د، م�ن اسش ده �ج �ش کر �ن ا�یهأ لکگار�ی�تم دن . هرکگاه �پ

 کلیکهای سفید۱۸.
 منبع: روش وزنی اردوش–سلفریج؛ تعمیم تدوینکنندگان؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

رای  ا �ج مو�ههای ، �ج د. �ت�داد م�ج �ن اسش د �ج �ی ا�ن س�ن ا�ن راأسها�ی�ش ی همهأ �یالهای م�ی ارن ا�یا�ن �ج ا�ن میده�یم که در �پ �ش -راأسی را �ن
ی  ارن �ید در �ج �ت ک�ن ا�ج ( �ش د که ال�ن �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ

ی  ارن �ید در �ج �ت ک�ن ا�ج ( �ش د که �ج �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ

ر�ید که  کگ�ی ه �ج �ی�ج �ت �ی�ج �ن ر�ت ه�ت ( �ج �پ

 دورهای همیلتونی سفید۱۹.
Chvátal–Erdős, 1978 منبع: مسئلهای از تدوینکنندگان پروژه؛ صورتبندی بازی همیلتونی: ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

د  �ی رصن ک�ن یِ �ن و�ن ل�ت ا . �ت�داد دورهای هم�ی او�ت را �ج �ن ما�ی�ش �ت �ی ه�ت �پ �ی�ن �یا �ج ارن ا�ج راأس اآ�ن �ت�ن �تط در ا�ن ا�ن میده�یم؛ دورها�یی که �ن �ش  �ن
د. و�ن مرده میسش د، �یک�ا�ن سش دار�ن

ی  ارن �ید در �ج �ت ک�ن ا�ج ( �ش د که ال�ن �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ

ی  ارن �ید در �ج �ت ک�ن ا�ج ( �ش د که �ج �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ

ر�ید که اکگر  کگ�ی ه �ج �ی�ج �ت ( �ن �پ

د. لوکگ�یری ک�ن �ید �ج ل�تو�نی س�ن ک�یل دور هم�ی د ارن �ت�ش رن می�توا�ن کگ�ی �ن کگاه �پ اآ�ن

 خانوادهای از هدفهای سفید۲۰.
؛ تعمیم تدوینکنندگانErdős–Selfridge, 1973 منبع: ؛ ب( دشواری: الف( 

د  �ی رصن ک�ن ا�تهیِ �یالهای �ن مو�ههای �ن واه ارن م�ج وادهای دل�ن ا�ن ا  �ن د. �ج اسش ای  �ج ی همهأ �ت�داد ا�صن ارن ا�یا�ن �ج ا�ن میده�یم که در �پ �ش  را �ن
د. �ن اسش د �ج �ی ا�ن س�ن �یالها�ی�ش
ی  ارن �ید در �ج �ت ک�ن ا�ج ( �ش د که ال�ن �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ

ی  ارن �ید در �ج �ت ک�ن ا�ج ( �ش د که �ج �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ

p, q ≥ 1Kn

pq

BW

1 : 1p = q = 1

2/54/51/5⋅

2 ≤ k ≤ nNkk

1 : 1

N ≤k 2 .⌊(
k

n) −(2k)⌋
p : q

N ≤k (p+ 1) .⌊(
k

n) − /q(2k) ⌋

ω(W ) ≤ 2 log n +⌈ 2 ⌉ 1 و ω(W ) ≤ 2q log n +⌈ p+1 ⌉ 1.

2/53/51/5⋅

n ≥ 3Wh(W )

1 : 1

h(W ) ≤ .⌊
2n+1
(n− 1)!⌋

p : q

h(W ) ≤ .⌊
2(p+ 1)n/q
(n− 1)! ⌋

(p+ 1) >n/q ,
2

(n− 1)!

2/54/5⋅

FKnNFF ∈ F

1 : 1

N ≤F 2 .⌊
F∈F

∑ −∣F ∣⌋
p : q

N ≤F (p+ 1) .⌊
F∈F

∑ −∣F ∣/q⌋
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 درجهٔ سیاه هر رأس۲۱.
 منبع: روش وزنی اردوش–سلفریج؛ مسئلهای از تدوینکنندگان پروژه؛ ب( دشواری: الف( 

هأ راأسهای کگرا�ن  هأ در�ج �ن ا کم�ی ا�ن میده�یم. را �ج �ش  �ن
رای هر  د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش ی  و همهأ ال�ن ارن رن در �ج کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن د که های �ج �ن ک�ن م�ی د �تصن  می�توا�ن

ا�ج�ت  رای هر دو �دد ص��ی� �ش د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش د که  و همهأ ، هر �ج �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن های �ج

 چگالی درون مجموعههای بزرگ۲۲.
 منبع: روش وزنی اردوش–سلفریج؛ مسئلهای از تدوینکنندگان پروژه؛ ب( دشواری: الف( 

ا�ن در  ا �ت�داد �یالهای س�یاهی را که هر دو سرسش ا�ن میده�یم. اس�ت �ج �ش  �ن
رای هر  د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش د ال�ن �ن �تی ما�ن ا�ج رای همهأ ، �ش ود دارد که �ج ی  و�ج ارن رن در �ج کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن رایهای �ج د �ج  می�توا�ن

مو�هأ  کم هر م�ج ا دس�ت د که  �ج �ن ک�ن م�ی  راأس �تصن

�ت  ا�ج رای هر دو �دد ص��ی� �ش د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش د  و هر �ج �ن �تی ما�ن ا�ج رای همهأ ، �ش ود دارد که �ج ی و�ج هأ کا�ن دارن ها�ن های �ج
مو�هأ  رای هر م�ج د �ج رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن کم �ج ا دس�ت د که  �ج �ن ک�ن م�ی  راأس �تصن

 چگالی میان دو مجموعهٔ بزرگ۲۳.
 منبع: روش وزنی اردوش–سلفریج؛ مسئلهای از تدوینکنندگان پروژه؛ ب( دشواری: الف( 

ای  رن مو�هأ راأسِ م�ج رای دو م�ج ا�ن  و �ج اه م�ی ا  و ، �ت�داد �یالهای س�ی ا�ن میده�یم. را �ج �ش  �ن
رای هر  د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش د ال�ن �ن �تی ما�ن ا�ج رای همهأ ، �ش ود دارد که �ج ی  و�ج ارن رن در �ج کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن رایهای �ج د �ج  می�توا�ن
ای  رن مو�هأ م�ج کم هر دو م�ج د که ، که هرکدام دس�ت �ن ک�ن م�ی د، �تصن  راأس دار�ن

�ت  ا�ج رای هر دو �دد ص��ی� �ش د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش د  و هر �ج �ن �تی ما�ن ا�ج رای همهأ ، �ش ود دارد که �ج ی و�ج هأ کا�ن دارن ها�ن های �ج
ای  رن مو�هأ م�ج رای هر دو م�ج د �ج رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن کم �ج د که ، که هرکدام دس�ت �ن ک�ن م�ی د، �تصن  راأس دار�ن

3/54/5⋅

Gδ(G)

ε > 0n1 : 1

δ(B) ≥ − ε (n−(
2
1 ) 1).

p, q ≥ 1ε > 0n

δ(B) ≥ − ε (n−(
p+ q

p ) 1).

4/55/5⋅

Ue (U)B

ε > 0C = C(ε)n1 : 1

U⌈C log n⌉

e (U) ≥B − ε .(
2
1 ) (

2
∣U ∣)

p, q ≥ 1ε > 0C = C(p, q, ε)n

U⌈C log n⌉

e (U) ≥B − ε .(
p+ q

p ) (
2
∣U ∣)

4/55/5⋅

XYXYe (X,Y )B

ε > 0C = C(ε)n1 : 1

X,Y⌈C log n⌉

e (X,Y ) ≥B − ε ∣X∣ ∣Y ∣.(
2
1 )

p, q ≥ 1ε > 0C = C(p, q, ε)n

X,Y⌈C log n⌉

e (X,Y ) ≥B − ε ∣X∣ ∣Y ∣.(
p+ q

p )
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F.راهبردهای وزنی با دو هدف 

 کلیک سفید و درجههای سیاه۲۴.
 منبع: مسئلهای از تدوینکنندگان پروژه؛ ب( دشواری: الف( 

ی  ارن رن در �ج کگ�ی �ن ��ت �پ د،، در هر دور �ن�ن اسش �ج ی �ن اد کا�ن د. اکگر �ت�داد �یالهای اآرن �ید میک�ن اد را س�ن لّا �ی� �یال اآرن ِ د و س�پ� �ج اه میک�ن اد را س�ی  �یال اآرن
ا  ها�یی را �ج های �ن د. کگرا�ن ده را ر�ن�گ میک�ن ا�تیما�ن �یک�ن همهأ �یالهای �ج ارن ا�ن میده�یم. و �ج �ش  �ن

رای هر  د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش ی  و همهأ ال�ن ارن رن در �ج کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن د که های �ج �ن ک�ن م�ی ما�ن �تصن رد، همرن ا �ی� راه�ج د �ج  می�توا�ن

ا�ج�ت  رای هر �دد ص��ی� �ش د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش ی  و همهأ ، هر �ج ارن رن در �ج کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن رد،های �ج ا �ی� راه�ج د �ج  می�توا�ن
د که  �ن ک�ن م�ی ما�ن �تصن همرن

 دو کران در بازی اردوش۲۵.
 منبع: م. دیدین، م. پیمنوف، ۲۰۲۶؛ نسخهٔ تدوینکنندگان؛ ب( دشواری: الف( 

�تی  �ی �ید که �دد ��ت �ت ک�ن ا�ج ا�ن �ش �ن  را �پ

رن روی �یالهای  کگ�ی �ن لّا و �پ ِ اد�ج رن �پ� ارن هر �رک�ت او دو �یال اآرن کگ�ی �ن د؛ �پ �ید میک�ن اد را س�ن د و در هر �رک�ت �ی� �یال اآرن ارن میک�ن لّا اآ�ن ِ د. �ج �ن ی میک�ن ارن  �ج
د. اه میک�ن ها را س�ی د، همهأ اآ�ن اسش ده �ج ا�تی ما�ن اد �ج ر ارن دو �یال اآرن رن کم�ت کگ�ی �ن �ی�ش ارن �رک�ت �پ د. اکگر �پ اه میک�ن را س�ی

ا�ج�ت  د �ش �ی �ت ک�ن ا�ج ( �ش رای هر  و �دد ص��ی� ال�ن د که �ج ود دار�ن د که ای و�ج �ن ک�ن م�ی ما�ن �تصن رد، همرن ا �ی� راه�ج د �ج رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ

و 

مو�هأ  رای هر م�ج کم �ج ا دس�ت . �ج ر�ترار اس�ت  راأس �ج
رای همهأ  ر�ید که �ج کگ�ی ه �ج �ی�ج �ت ( �ن ، �ج رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن های �ج

 و نسبت طلایی بازی ۲۶.
 منبع: م. دیدین، م. پیمنوف، ۲۰۲۶؛ تعمیم تدوینکنندگاندشواری: 

د  �ی رصن ک�ن �ن

�ید که ا�داد ص��ی�  �ت ک�ن ا�ج ا�ن �ش �ن  را �پ

رن روی �یالهای  کگ�ی �ن لّا و �پ ِ د و در هر �رک�ت �ج ارن میک�ن لّا اآ�ن ِ د. �ج �ن ی میک�ن ارن رن �پ� ارن هر �رک�ت او  �ج کگ�ی �ن د؛ �پ �ید میک�ن اد را س�ن اد را �یال اآرن  �یال اآرن
د. ده را ر�ن�گ میک�ن ا�تیما�ن د، همهأ �یالهای �ج اسش ر �ج ِ �رک�ت او کم�ت ارن اد ارن �ت�داد م�ج ی �ت�داد �یالهای اآرن �یک�ن ارن �ت �ج و�ج �ی�ش ارن �ن د. اکگر �پ اه میک�ن س�ی

رای همهأ  د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج د که �ش �ن ک�ن م�ی د �تصن رن می�توا�ن کگ�ی �ن ، �پ رکگ رن ی �ج هأ کا�ن دارن ها�ن های �ج

3/54/5⋅

p : 1p

BW

ε > 0n1 : 1

ω(W ) ≤ 2 log n +⌈ 2 ⌉ 1 و δ(B) ≥ − ε (n−(
2
1 ) 1).

p ≥ 1ε > 0np : 1

ω(W ) ≤ 2 log n +⌈ p+1 ⌉ 1 و δ(B) ≥ − ε (n−(
p+ 1
p ) 1).

5/52/5⋅

β

0 < β < .
3
2

Kn

C = C(β)n0n ≥ n0

ω(W ) ≤ 2 log n +⌈ 3 ⌉ 1

e (U) ≥B β(
2
∣U ∣)

U⌈C log n⌉

n

ω(B) > ω(W ).

p : q

5/5⋅

φ = .
2

1 + 5

p, q ≥ 1

p > φ, p+ 1 > 1 + .(
p

q)
2q

Knqp

n

ω(B) > ω(W ).
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27  حدس دقیق اردوش.
Erdős; R. K. Guy, 1983 منبع: دشواری: مسئلهٔ باز 

رن روی �یالهای  کگ�ی �ن لّا و �پ ِ اد�ج رن �پ� ارن هر �رک�ت او دو �یال اآرن کگ�ی �ن د؛ �پ �ید میک�ن اد را س�ن د و در هر �رک�ت �ی� �یال اآرن ارن میک�ن لّا اآ�ن ِ د. �ج �ن ی میک�ن ارن  �ج
د�ن همهأ �یالها، اکگر  د. �پ� ارن ر�ن�گ سش اه میک�ن .را س�ی ده اس�ت ر�ن لّا �ج ِ ر ا�ی�ن صور�ت �ج �ی ده اس�ت و در �ن ر�ن رن �ج کگ�ی �ن د �پ اسش  �ج

رای هر  رن �ج کگ�ی �ن د: �پ �ی �ت �یا رد ک�ن ا�ج رد دارد.�ش رد �ج  راه�ج

★

⋅

Kn

ω(B) > ω(W )

n ≥ 4
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G.پویایی و مسابقات 

 سنگ، کاغذ، قیچی روی گراف۲۸.
، مرحلهٔ نهایی HSE “Vysshaya Proba”،۲۰۲۴ بخش اصلی الف(: المپیاد  بسط مسئله: مارک پیمنوف، ۲۰۲۶ ؛ ت( ؛ پ( ؛ ب( دشواری: الف( 

11.5پایهٔ یازدهم، مسئلهٔ 

د  �ی رصن ک�ن �گ�ن دن س�ن رد، کا�ن دن را می�ج ی کا�ن دن �ترار دارد. �ت�ی�پ ی �یا کا�ن �ی�پ ، �ت �گ یء س�ن . در هر راأس �یکی ارن سه سش د اس�ت �ن اهی، ساده و هم�ج �ن ی م�ت  کگرا�ن
رد. ی را می�ج �ی�پ �گ �ت رد و س�ن را می�ج

�یر ود؛ در �ن �ی�ن میسش ا�یکگرن ده �ج ر�ن یء �ج ا سش یء اآ�ن راأس �ج رد، سش �لی را می�ج یء �ن د که سش اسش ی �ج �أ �ی اور سش کم �یکی ارن راأسهای م�ج ه، اکگر در دس�ت �ت �ی در هر د�ت
د. ها�ن �ت �ی �تدای هما�ن د�ت ا�یهأ اآرا�ی�ش ا�ج ر �پ د و هرکدام �ج و�ن ام میسش �ج ما�ن ا�ن یها همرن �ی�ن ا�یکگرن د. همهأ �ج ر �نمیک�ن �ی �ی �ن ا�ی�ن صور�ت �ت

( اکگر  د.ال�ن و�ن �یرها م�تو�ت�ن میسش �ی �ن ه همهأ �ت �ت �ی اهی د�ت �ن ه �پ� ارن �ت�داد م�ت رای هر اآرا�ی�ش اول�ی د �ج �ی �ت ک�ن ا�ج د، �ش اسش �ت �ج  در�ن
�ید  رصن ک�ن ، �ن �ش ال�ن �ن را�یط �ج ( در سش ه روی دارای �ج �ن �ی �ی�ش د؛ �ج �ی �ن ک�ن �ی ��ی �یرها را �ت �ی �ن ا �تو�ت�ن همهأ �ت �تهها �ت �ی ر�ی�ن �ت�داد ممک�ن د�ت �ت �ی�ش . �ج  راأس اس�ت

های  �ت ود.همهأ در�ن �ته میسش ه کگر�ن های اول�ی -راأسی و همهأ اآرا�ی�ش
( اکگر  د.�پ �ن ه ادامه می�یا�ج رای هم�ی�ش �یرها �ج �ی �ن ود دارد که در اآ�ن �ت د اآرا�ی�ش اول�یهای و�ج �ی �ت ک�ن ا�ج د، �ش اسش �ج �ت �ن  در�ن

رد  یء، �ت�داد �ن ای سه سش ه�ج ( �ج یء �ت  سش

هأ  ما�ن �ی ه �پ د�ی�ها �ج د؛ ا�ن ها�ن �ت �ی�ج روی �ی� دور �ترار کگر�ن ر�ت ه�ت ر�ید که �ج کگ�ی ر �ج �ن یء را در �ن د. سش و�ن ه میسش ای  م�اس�ج �ی  ارن اسش
ورد. ک��ت می�ن سش

د که  اسش ی �ج �أ �ی اور سش کم �یکی ارن راأسهای م�ج ه، اکگر در دس�ت �ت �ی یء در �ی� د�ت رد، سش ا  را می�ج ر ا�ی�ن در اآ�ن راأس �ج �ی ود؛ در �ن �ی�ن میسش ا�یکگرن  �ج
د. �ی �ت ک�ن ا�ج های ال�ن و �پ را �ش �ش رای ا�ی�ن �تا�ده، �کمهای �ج�ن د. �ج ا�ن ما�ن ارن هم همرن یها �ج �ی�ن ا�یکگرن د. همهأ �ج ر �نمیک�ن �ی �ی �ن صور�ت �ت

 دو لیگ۲۹.
 نویسنده: مارک پیمنوف، ۲۰۲۶؛ ب( دشواری: الف( 

دو�ن �ت�اوی،  ا�تی دورهای، �ت�مر�لهای و �ج �ت اً �یکیدر م�ا�ج �ت �ی ی د�ت ارن د و در هر �ج ام دادها�ن �ج ا هم ا�ن ی �ج ارن اً �ی� �ج �ت �ی �یم د�ت د: هر دو �ت رک�ت کردها�ن �یم سش  �ت
د �ن �ن �ی رمیکگرن ده را �ج �ش �ن ا�ج �ت�ن �یمهای ا�ن �ت �یکی ارن �ت و�ج ه�ن د. س�پ� دو ل�ی�گ �ج و�ن ا�ی�ج ا�لام میسش �ت ا�ت همهأ �ن �ت ا�یا�ن م�ا�ج . �پ� ارن �پ ده اس�ت ده سش ر�ن �یم �ج ارن دو �ت

. �ی��ت ارن �ن و�ج�ت م�ج د و رد کرد�ن �ن ارن میک�ن د. ل�ی�گ اول اآ�ن ود درمیاآور�ن و�ی�ت �ن ه �صن و �ج
یای را  ارن �یمها، �ج ا�ج همهأ �ت �ت�ن ل�ی�گی�پ� ارن ا�ن �ن �ی د.�ب �ن اسش او�ت �ج �ن و دو ل�ی�گ م�ت �یم اآ�ن �صن ام�یم که دو �ت  می�ن

�ید  رصن ک�ن ( �ن د.ال�ن ردها�ن کگی را �ج ل�ی �ن �ی یهای �ج ارن �یمی ارن همهأ �ج کم �ن �یمها�ی�ش دس�ت د که �ت �ن ک�ن م�ی د �تصن د ل�ی�گ اول می�توا�ن �ی �ت ک�ن ا�ج . �ش وحج اس�ت  رن
وحج  اد�یر رن رای کدام م�ت ( �ج �یمی ارن همهأ�ج �ی�ش ارن �ن داً �ج �یمها�ی�ش اک�ی د که �ت �ن ک�ن م�ی ا�ت �تصن �ت ا�ی�ج م�ا�ج �ت مو�هأ ممک�ن ارن �ن رای هر م�ج د �ج ، ل�ی�گ اول می�توا�ن

د؟ ردها�ن کگی را �ج ل�ی �ن �ی یهای �ج ارن �ج

2/53/54/54/5⋅⋅

G

G

Gn

n

G

m = 2r + 1 ≥ 3

A ,A ,… ,A0 1 2r

mAiA ,A ,… ,Ai+1 i+2 i+r

AiAiAi+1

2/53/5⋅

n

n

n
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