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ᆀᅄո଄૲ د׏ܙոؔࢡ࣍ࣥ ڲո֔دूेت
ّިݿޔ: اݿب ނڎه اراف۬ و ዛኤچ۬ ߑߵوژه

I. Klimanova, P. Kozlov, A. Miroshnikov

ມڗ׷׿ه
ّިݬچ۬ ً ؇ٞ ڢި و اݿب ނڎه ൪ി૰૜ܭ ෛຳݷ ۚٷڎ از ߑߵوژه ሏᇧ ނި࣎ࣖ. آނٷ؇ آن ۱؇ از ๱ཟًأ ༡ܭ روش ۱؇ی و ሏᇓ؇ஓ஁ ॴड़र؇دٞިڣ ݁أ؇د৖৑ت از ሏᇕߓߵ ؇ً ߑߵوژه દતا در

ܔٷچڎ. ༡ܭ ۬ ߙߵོྱص ً را ݁ފ؇فܭ ሏᇧ ނިد
႟ႆނ از ሏᇓ؇ஓ஁ ॴड़र؇دٞިڣ ݁أ؇د৖৑ت ۱ ෛຳݷ در

ax − by = c

ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. ๱ངߓߵر را
و اݿب ሏሃ؇݁ٺٷ ሏᇓ؇۱ ۏڰب ඔඒۚٷ ّأڎاد ᄊჳ ሏᇧ د۱ࡰࡲ ૰૙؇ن دارد. اۊٺݱ؇ص اول ༟؇݁ܭ ۱؇ی از ඔඒ݁أ ༟ިᆇ୞୘۬ ای ؇ً ሏᇿ݁ٺިا ොේچں ا༟ڎاد ඔආڣ؇ٞ ً۬ ۲ ෛຳݷ

ٞ؇ڣب. ༃ຝ๤ཛྷ ۬ ޗިر ً ىܭِ ݁أ؇د৖৑ت از ݁ٺٷ؇ሏሃ ای ᆙᆍ؇ر ༡ܭ ؇ً را آن ۱؇ ሏᇧ ّިان
اݿب. ݿިد݁ٷڎ ૭૖چ؇ر ॴड़र؇دٞިڣ ݁أ؇د৖৑ت ༡ܭ ߓߵای آن ۱؇ ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ از ሏᇕߓߵ ሏᇧ ނިࢾࣖ. ሏᇭ݁أݠ ๱ངاڢܹچڎ ۋިزه ۱؇ی ۳ ෛຳݷ در

ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. ๱ངߓߵر را ႟ၕ؇َ-ܳٴُ܁ َިع از ሏᇆ৖৑݁أ؇د ۴ ෛຳݷ در
ax − by = c ᖔႚ႐دո֔ڲ ᖔرهոּدر ۱

ሏᇧ ނިد. آ༚؇ز زߦߵ ᘣ۬ ڢݯچ ؇ً ෛຳݷ દતا
ᘣᄩᄟ݁أ؇د ،a, b ≥ 2 ؇ً a, b, c ݁ټྟب ොේچں ༟ڎد ݿ۬ ۱ݠ ߓߵای ؓ۠׷ٝ.

ax − by = c (∗)
ࢾࣖارد. ݁ټྟب ොේچں ا༟ڎاد در ۏިاب دو از ྲྀྱݷ

ۏިاب ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ ،a, b ≥ 2 ؇ً ،a, b, c ݁ټྟب ොේچں ا༟ڎاد از ๱ཡۛ݁ލ ݁گ؇دߦߵ ߓߵای ؜ިض، در اݿب. ߑߵوژه ༰؇رۚިب از ༠؇رج دނިار ᘣ۬ ڢݯچ દતا اਊು؇ت
ா஬د. ۊިا۱ࡰࡲ ᆙᆍ؇رش و ۏފب وۏި را (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د

ሏᇧ ނިࢾࣖ. ༡ܭ x, y ݁ټྟب ොේچں ا༟ڎاد در زߦߵ ݁أ؇د৖৑ت ᘣ۬ ᆇᆅ ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ڣݠض ྵี દતا از
ܔٷچڎ: ༡ܭ را زߦߵ ݁أ؇د৖৑ت .1.1 ᖔႚ႖ڲۻכ

اܳژ) 2x − 3y = 1, ب) 3x − 2y = 1.

اݿب. Ⴄၖرߓߵد દતا از ۬ ای َިஓ஁ ًأڎ ᘣᄩᄥ٪݁ފ ሏᇧ د۱ڎ. (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د ۏިاب ۱؇ی ݿ؇ۊٺ؇ر ᘣدرً؇ره ሏᇃڣݠاوا اޗ༟ఈః؇ت ۬ ای َ؇റയೲ ۋފ؇ب ሏሃႤၕ
ܔٷچڎ: ೑ಸ؇ٔ ݁ټྟب اࢾࣖ. ොේچں ا༟ڎاد c, x, y آن در ᄊჳ ،2x − 3y = c ܔٷچڎ ڣݠض .1.2 ᖔႚ႖ڲۻכ

x؛ ≤ 2 آႤႅَه ،c ̸≡ 5, 7 (mod 8) ா஫ا اڤ؉)
ࢾࣖارد. ሏᇀۏިا ᄩᄟ݁أ؇د آႤႅَه ،c = 2k + 3l ً؇ނࡰࡲ داނٺ۬ l ≥ 1 و k ≥ 3 ๱ཟًأ ߓߵای ா஫ا ب)

دارد. ۏިاب دو آن ۱؇ ߓߵای 2x − 3y = c ᘣᄩᄟ݁أ؇د ᄊჳ ਜಸ؇ਜಸڎ را c ≤ 100 ݁ټྟب ොේچں ا༟ڎاد ᘣ۬ ᆇᆅ .1.3 ᖔႚ႖ڲۻכ
ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. ๱ངߓߵر را (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د از ༠؇ص ༡؇ܳب ۚٷڎ اܔٷިن

دارد. ۏިاب ሏሃ؇݁ٺٷ ّأڎاد ڣگޔ (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ཹྱފྥٷڎ. اول ܾ۱ ً۬ ૭૙ྟب ۬ دو دوً a, b, c ݁ټྟب ොේچں ا༟ڎاد ܔٷچڎ ڣݠض .1.4 ᖔႚ႖ڲۻכ
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دارد. ۏިاب ٞ܂ ଫ଒ڎاܔ༡ (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ܔٷڎ. ّگފࡰࡲ ଩ଜَ را b ሏᇧ ܔٷڎ، ّگފࡰࡲ را a ᄊჳ ሏᇿاو ༟ڎد ۱ݠ ܔٷچڎ ڣݠض .1.5 ᖔႚ႖ڲۻכ
ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. ஼஬ݠஓ஄ c = 1 ༡؇ܳب ߓߵ ෛຶފب اول اࢾࣖ. ܾ۱ ً۬ ૭૙ྟب ۬ دو دوً a, b, c ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ڣݠض ྵี દતا از
ࢾࣖارد. y > 1 ؇ً ሏᇀۏިا ۱چۉ 2x − by = 1 ᘣᄩᄟ݁أ؇د ،b > 1 ොේچں ༟ڎد ۱ݠ ߓߵای ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ .1.6 ᖔႚ႖ڲۻכ

ᄊჳ اݿب h ݁ټྟب ොේچں ༟ڎد દતܔިۚ܂ ߙߵ ،ordz(M) ஓ஁؇د ؇ً ،M ᘣ۬ َ؇റയೲ ً۬ z ᘣ۬ ਊಾਵਦ ׏؉. ׂ֔ۑ
zh ≡ 1 (mod M),

ً؇ނٷڎ. اول ܾ۱ ً۬ ૭૙ྟب M و z ᄊჳ آن ๤ཇط ً۬
د࣎ࣖ ሏᇧ ّިان ሏᆦݿ؇د ۬ ً ඔඒ۫ٷᆇᆅ اݿب. φ(M) ݁گފިم ༟ܹچ۬ و ނڎه ّأݠٞژ ሏᇀިۊ ۬ ً ordz(M) ༟ڎد اول، ܾ۱ ً۬ ૭૙ྟب z,M ߓߵای ܹٞݠ، او ᘣ۬ ڢݯچ ޗٴݑ

آႤႅَه ً؇ނڎ، c = 1 ؇ً (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د از ሏᇀۏިا (x, y) ா஫ا
x = orda(b

y).

ً؇ނڎ. ڣݠد ሏᇿاو ༟ڎد b = p ܔٷچڎ ڣݠض .1.7 ᖔႚ႖ڲۻכ
ᄊჳ ޗިری ۬ ً دارد وۏިد v ොේچۜ޳ ༟ڎد ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ اڤ؉)

orda(p
n+1) =

{
orda(p

n), n < v,

p orda(p
n), n ≥ v.

ࢾࣖارد. ۏިاب ٞ܂ از ྲྀྱݷ ax − py = 1 ᘣᄩᄟ݁أ؇د ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ب)
ࢾࣖارد. ۏިاب ٞ܂ از ྲྀྱݷ ،a = 3, b = 2 ༡؇ܳب در ඹජ ۬ ً ،ax − by = 1 ᘣᄩᄟ݁أ؇د ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ .1.8 ᖔႚ႖ڲۻכ

زߦߵ ᘣا࣎ࣖه دو ً؇ا༡ દત؇ل، ਜಸ؇ࢻࣖ. را (∗) ݁ٺٷ؇ޖݠ ᘣᄩᄟ݁أ؇د ۏިاب ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ ᄊჳ دارد وۏިد اਐಸڎاሏᇓ ای ٞࡤࡲ اܳـܥިر آٞ؇ ཹྱފب ݁أߺࠊم دࠍ੅ިاه، a, b, c > 1 ߓߵای
ً؇ނٷڎ. ݁ڰچڎ ߓ߳رگ ሏᇭႤၖ ᘣاࢾࣖازه ۬ ً x, y ؇ً ሏᇓ؇۱ ۏިاب ਊ಻ިدن اਊು؇ت ߓߵای ሏᇧ ّިا਍಻ڎ

ٔ؇೑ಸ اࢾࣖ. ordb(ax0) و orda(b
y0) ۬ ۱؇ی َ؇റയೲ ً۬ ۬ ߙߵོྱص ً y و x ً؇ሏᇬ ݁؇ࢾࣖه ۱؇ی ،y ≥ y0 و x ≥ x0 ؇ً (∗) از (x, y) ۏިاب ۱ݠ ߓߵای (1)

آႤႅَه ً؇ނٷڎ، ܾ۱ از ༥ڎا P ᘣ۬ َ؇റയೲ ً۬ {bm} و {an} ݁ٺٷ؇ޖݠ دᄩᄟ؇ਊ಻ ۱؇ی ً؇ሏᇬ ݁؇ࢾࣖه ۱؇ی ᘣ۬ ༟ިᆇ୞୘ ᄊჳ ً؇ނڎ داނٺ۬ وۏިد Pای ሏᇓدو؇༥ اول ༟ڎد ா஫ا (2)
.an ̸= bm ቕቓدار n,m ᘣ۬ ᆇᆅ ߓߵای

dn + 1 ႟ႆނ از اول ا༟ڎاد ݁چ؇ن را آن ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ུྱލዛዊ؇د ً؇ނڎ. دނިار اݿب ᆙᆘܦ݆ ً؇ނڎ، داނٺ۬ وۏިد ா஫ا พฆۋ ༥؇دوሏᇓ ای، اول ༟ڎد ඔඒۚٷ ඔආڣ؇ٞ
اݿب. ordb(ax0) ؇ٞ orda(by0) ༟ڎد دو از ௤௕ٞ ߓߵاߓߵ d آن در ᄊჳ ܔٷچڎ، ۏފب وۏި

ᘣᄩᄟ݁أ؇د ۏިاب ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ ا࣎ࣖه، دو દતا دادن ૰૙؇ن ߓߵای
2x − 11y = 5

ሏᇧ ٞ؇ًࡰࡲ. را
ࢾࣖارد. وۏިد x ≥ 5 ؇ً ሏᇀۏިا ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ೑ಸ؇ٔ اܔٷިن ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. ਜಶڎا را (x, y) = (4, 1) ۏިاب ሏᇃ؇آݿ ۬ ً 1.

ሏᇧ رݿࡰࡲ. y ≡ 5 (mod 8) พฆލዛኡ ܾ ۱ ً۬ ،11y ≡ −5 (mod 25) พฆލዛኡ ܾ ۱ ༡ܭ ؇ً .ord11(25) = 8 ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ො੼؇ݿٴ۬ 2.
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ᄔᄄًار࣎ࣖ ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. آ༚؇ز P = 17 از و ሏᇧ ܔٷࡰࡲ آز݁؇๊ྸ را 8n+ 1 ႟ႆނ از ሏᇓدو؇༥ اول ا༟ڎاد اܔٷިن 3.

ak = 115+8k + 5, bm = 2m.

ً؇ሏᇬ ݁؇ࢾࣖه ۱؇ی bm ᄊჳ ሏᇿ؇༡در ሏᇧ ܓଫଜد، را −2,−5 ً؇ሏᇬ ݁؇ࢾࣖه ۱؇ی ڣگޔ 17 ᘣ۬ َ؇റയೲ ً۬ ak ሏᇧ د۱ڎ ૰૙؇ن ො੼؇ݿٴ۬
±1, ±2, ±4, ±8

ஓ஁޳ آ࣎ࣖ. دݿب ً۬ ๱ཟڢ؇਍ಾ ᄩᄥ༡ਵਦ દતا در و ً؇ނڎ ak ≡ bm ≡ −2 (mod 17) اݿب ᆙᆘܦ݆ ྵี ሏᇧ ܓଫଜد. را
ਵਦا༡ܭ ඔඒᆇᆅ و ஓ஁޳ د۱ڎ ሏᇀۏިا x = 5 ᄊჳ ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ๱ངߓߵر .ࣖ࣎ ஼ߵ஫ߓ د଺୍ٞی ሏᇓدو؇༥ اول ༟ڎد ؇ٞ ா஬د، ๱ངߓߵر را 11 ؇ٞ 2 از د଺୍ٞی ّިان ሏᇧ ّިان ݿྜྷݴ 4.

ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. ଻୍ّار ،26 พฃٞأ ًأڎی، ّިان ߓߵای را
را P = 17 دوً؇ره و ሏᇧ آز݁؇ٞࡰࡲ را 16n+1 ႟ႆނ از اول ا༟ڎاد ሏᇧ رݿࡰࡲ. y ≡ 13 (mod 16) ً۬ ،11y ≡ −5 (mod 26) พฆލዛኡ ܾ ۱ ༡ܭ ؇ً 5.

ᄔᄄًار࣎ࣖ ਍ೋࡰࡲ. ஼஫ ሏᇧߓߵ
ak = 1113+16k + 5, bm = 2m.

ቕቓدار
ak ≡ −5 (mod 17),

ا݁؇
bm ≡ ±1,±2,±4,±8 (mod 17).

ࢾࣖارد. x ≥ 6 ؇ً ሏᇀۏިا ۱چۉ 2x − 11y = 5 ᘣᄩᄟ݁أ؇د و اݿب ሏᇓدو؇༥ اول ༟ڎد ٞ܂ P = 17 દતߓߵا؇਍ಸ .ak ̸= bm ྵี
ሏᇧ ܔٷٷڎ. Ⴄၖر آن ۱؇ ߓߵای ৖৑؇ً ا࣎ࣖه ۱؇ی ᄊჳ ܔٷچڎ ༡ܭ را ሏᇆ৖৑݁أ؇د ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ུྱލዛዊ؇د ادا݁۬ در

ܔٷچڎ. ༡ܭ را 10x − 7y = 3 ᘣᄩᄟ݁أ؇د .1.9 ᖔႚ႖ڲۻכ

ܔٷچڎ. ༡ܭ را 2x − 5y = 3 ᘣᄩᄟ݁أ؇د .1.10 ᖔႚ႖ڲۻכ

ܔٷچڎ. ༡ܭ را 3x − 7y = 2 ᘣᄩᄟ݁أ؇د .1.11 ᖔႚ႖ڲۻכ
ᘣᄩᄟ݁أ؇د ᄊჳ ਜಸ؇ਜಸڎ c > 4 ොේچں ༟ڎد ٞ܂ ቕሡ دݿب اڤ؉) .1.12 ᖔႚ႖ڲۻכ

(c+ 2)x − 2y = c

ً؇ނڎ. داނٺ۬ ۏިاب ٞ܂ از ྲྀྱݷ
ܔٷچڎ. ༡ܭ ۬ ނڎه ٞ؇ڣٺ c ߓߵای را ᄩᄟ݁أ؇د દતا ب)

اݿب. درݿب زߦߵ ༡ڎس ቕቓ݁أٺگڎ ނڎ، ா஬ذ ෛຳݷ દતا آ༚؇ز در ᄊჳ ۬ ای ڢݯچ ߓߵ ఈః༟وه
اݿب. ሏሃ؇݁ٺٷ دارد، ۏިاب دو ً دڢچگ؇ آن ۱؇ ߓߵای (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د ᄊჳ (a, b, c) ݁ټྟب ොේچں ݿ۬ ّ؇ሏᇓ ۱؇ی ّأڎاد ຒ׿س.

ܔٷچڎ؟ ਜಶڎا ሏᇧ ّިاਜ಻ڎ ሏᇓ؇ّ ۬ݿ ۚٷڎ ؇ᆙᆍ ሏᇧ ނٷ؇ݿڎ. َިع દતا از ሏᇓ؇ّ ۬ݿ 13 داوران ۱چྕب
ً؇ނڎ. داނٺ۬ ۏިاب دو ً دڢچگ؇ آن ۱؇ ߓߵای (∗) ᘣᄩᄟ݁أ؇د ᄊჳ ਜಸ؇ਜಸڎ (a, b, c) ݁ټྟب ොේچں ሏᇓ؇ّ ۬ݿ 8 ቕሡ دݿب .1.13 ᖔႚ႖ڲۻכ
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দগا۳׫ܙر از ڲۻכႚ႖ ای ᖔرهոּدر ۲
ݬأިدی ۬ ߙߵོྱص ً را آن ۱؇ و ߓߵدار࣎ࣖ را b ّިان ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ و a ّިان ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ ா஬د. ๱๎๊ިَز؇ً ඔඒۚٷ ሏᇧ ّިان را (∗) ॴड़र؇دٞިڣ ᘣᄩᄟ݁أ؇د ۏިاب ۱؇ی ًިدن ሏሃ؇݁ٺٷ

ቕቓدار a = 2, b = 3 ߓߵای ܔٷچڎ. ೞಾਵਦ
21, 31, 22, 23, 32, 24, 33, 25, 26, 34, 27, . . .

༟ڎد آن از ؇۱ ᄩᄥڣ؇ݬ ᘣ۬ ᆇᆅ ًأڎ ً۬ ሏᇓ؇༥ از داده ނڎه، ොේچں ༟ڎد ۱ݠ ߓߵای ،୍଺ٞد ਜಸ؇ن ً۬ ሏᇧ ܔٷڎ. ݁چܭ ೑ೋ؇ዛኡ ሏᇀ ً۬ ᄩᄟ؇ਊ಻د દતا ሏᇿ݁ٺިا ᄩᄥᆇᅹ ۱؇ی ݁چ؇ن ᘣᄩᄥڣ؇ݬ
ߓ߳رگ ߙߵࢾࣖ.

دارࢾࣖ ڢݠار Q در اوܳލ؇ن ༟؇݁ܭ ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ ᄊჳ را ا༟ڎادی .ࣖ࣎ଫଜًܥ َޙݠ در را اول ا༟ڎاد از Q ሏሃ؇݁ٺٷ ᘣ۬ ༟ިᆇ୞୘ اݿب. উॻڢٴ ᘣاره஼஫ از ّأ݄چ݄޳ زߦߵ ᘣاره஼஫
ቕቓدار Q = {2, 3, 5} ߓߵای ܔٷچڎ. ೞಾਵਦ ݬأިدی ۬ ߙߵོྱص ً

21, 31, 22, 51, 21 · 31, 23, 32, 21 · 51, 22 · 31, 3 · 5, . . .

ሏᇧ ܔٷڎ. ݁چܭ ೑ೋ؇ዛኡ ሏᇀ ً۬ ଩ଜَ ᄩᄟ؇ਊ಻د દતا ሏᇿ݁ٺިا ᄩᄥᆇᅹ ۱؇ی ݁چ؇ن ᘣᄩᄥڣ؇ݬ
ڣگޔ ா஬ان દતا ா஬د. ۊިا۱ࡰࡲ ೑ಸ؇ٔ ᄩᄟ؇ਊ಻د દતا در ሏᇿ݁ٺިا ۏڰب ۱؇ی ّأڎاد ߓߵای ৖৑؇ً ሏᇃاா஬ ؜ިض، در ཹྱފب. ߑߵوژه از ๱དྷෛຳ دނިار ᘣاره஼஫ દતا اਊು؇ت

دارد. ௤௔ٺ૭૖ Q ا؜ݯ؇ی ّأڎاد ً۬
اول ༟ڎد t از Q ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ڣݠض ྵี દતا از

q1 < q2 < · · · < qt

اݿب. ނڎه ൪ി૰૜ܭ
ᘣ۬ ༟ިᆇ୞୘ از ොේچۜ޳ ا༟ڎاد ᆇᆅ-Qިار، ا༟ڎاد ׏؉. ׂ֔ۑ

{qe11 qe22 · · · qett | ei ≥ 0}

۱ފྥٷڎ.
ᘣᄩᄟ݁أ؇د พฃٞأ ਜಸ؇ਜಸڎ؛ را ,ᆇᆅ-{2ިار 3} ا༟ڎاد از ሏᇿ݁ٺިا ۏڰب ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ .2.1 ᖔႚ႖ڲۻכ

2x3y − 2z3t = 1

ܔٷچڎ. ༡ܭ x, y, z, t َ؇݁ٷࠕࠨ ොේچں ا༟ڎاد در را
ىܭِ ᘣᄩᄟ݁أ؇د ݁ټྟب، ۏިاب દતܔިۚ܂ ߙߵ พฃٞأ ྲྀྡྷچ؇دی، ۏިاب ཹྱފب. Ⴄၖ݁ܭ ًؕਵਦ ᄊჳ اݿب พฆྟ݁ټ ොේچں ༟ڎد D ྵี દતا از

x2 −Dy2 = 1

ᘣ۬ راًޚ از ᄩᄟ݁أ؇د દતا (xn, yn) ݁ټྟب ۏިاب ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ ሏᇧ د۱ࡰࡲ. ૰૙؇ن (x1, y1) ؇ً را
xn + yn

√
D = (x1 + y1

√
D)n

ሏᇧ آ਍ೋڎ. دݿب ً۬
اݿب. yn ݁گފިم ༟ܹچ۬ y1 ༟ڎد ،n ݁ټྟب ොේچں ༟ڎد ۱ݠ ߓߵای ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ اڤ؉) .2.2 ᖔႚ႖ڲۻכ

.yk | yn آႤႅَه ،k | n ா஫ا ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ب)
ᘣᄩᄟ݁أ؇د ༡ܭ ،َ۬ިஓ஁ ߓߵای اݿب. ݁ڰچڎ yn اول ༟؇݁ܭ ۱؇ی ݿ؇ۊٺ؇ر ඔආ૭૙دا ሏሃႤၕ

a2k − b2m+1 = 1,

وۏިد ๱ངߓߵر ًأڎ ᘣᄩᄥ٪݁ފ ݁ټ؇ل، દતا ๤ཇاٞޔ در ሏᇧ ٞ؇ࢻࣖ. ۱Ⴄၖݷ y = bm و D = b ،x = ak ؇ً ىܭِ ᘣᄩᄟ݁أ؇د ༡ܭ ً۬ اݿب، (∗) از ๱ཛྷ؇༠ ༡؇ܳب ᄊჳ
ሏᇧ ܔٷڎ. آݿ؇ن را ۏިاب
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ܔٷڎ. ّگފࡰࡲ ଩ଜَ را D ༟ڎد ،y اول ༟؇݁ܭ ۱ݠ ᄊჳ دارد (x, y) ݁ټྟب ොේچں ۏިاب ٞ܂ ଫ଒ڎاܔ༡ ىܭِ ᘣᄩᄟ݁أ؇د ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ .2.3 ᖔႚ႖ڲۻכ
ܔٷڎ. ೑ಸ؇ٔ ቕቓًިد داده و༟ڎه ᄊჳ را ሏᇓ৖৑؇ً ா஬ان داد اႤႆ݁ن ਵਦاނٺިر ً۬ ا࣎ࣖه દતا ،1897 ݿ؇ل در

ཹྱފب. ଫଐྲྀྱލ n2 − 1 ႟ႆނ ᆇᆅ-Qިاراز ا༟ڎاد ّأڎاد ᆇᆅ-Qިاراز ا༟ڎاد ሏᇿ݁ٺިا ۏڰب ۱؇ی ّأڎاد ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ اڤ؉) .2.4 ᖔႚ႖ڲۻכ
ࢾࣖارد. ᆇᆅ-Qިاروۏިد ا༟ڎاد از ሏᇿ݁ٺިا ۏڰب 3t از ྲྀྱݷ ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ب)

ᄊჳ ሏᇧ ܔٷࡰࡲ اراف۬ د଺୍ٞی روش اܔٷިن ނިد. ๱ངߓߵر آن ۱؇ در ༠؇ص ۏިاب وۏިد ࣖ࣎؇ً ᄊჳ ሏᇧ ނިد ඔඒّأچ উॻِى ݁أ؇د৖৑ت ّأڎاد ؇ً ༡؇ݬܭ ً؇৖৑ی ா஬ان
ۏڰب ۱؇ی ّأڎاد ߓߵای ଫଐዛኞی ா஬ان ݁ިارد از ૭૖چ؇ری در ا݁؇ اݿب، ਜ಻؇ز݁ٷڎ ྲྀྱލଫଐی พฃڣ Ⴄႆَت ً۬ روش દતا دارد. ਜ಻؇ز ىܭِ ᘣᄩᄟ݁أ؇د 2t − 1 ༡ܭ ً۬ ڣگޔ

ᆇᆅ-Qިارሏᇧ د۱ڎ. ا༟ڎاد ሏᇿ݁ٺިا
ا༟ڎاد ،2.2(a) ᘣᄩᄥ٪݁ފ ޗٴݑ

Un :=
yn
y1

ሏᇧ ܔٷࡰࡲ. ๱ངߓߵر را {Un} ᘣᄩᄟ؇ਊ಻د ۊިاص و yn «พᘟ኱ࣖࢻଫଜ༚» ۬ ۱؇ی ݁گފިم ༟ܹچ اܔٷިن ොේچں اࢾࣖ.
ܔٷچڎ: ೑ಸ؇ٔ .2.5 ᖔႚ႖ڲۻכ

اܳژ) x2n = 2x2
n − 1, ب) U2n = 2xnUn,

ج) xm±n = xmxn ±Dymyn, د) Um±n = xnUm ± xmUn,

۱ـ) xn =
∑
i≥0

(
n

2i

)
Diy2i1 xn−2i

1 ,

و) Un =
∑
i≥0

(
n

2i+ 1

)
Diy2i1 xn−1−2i

1 ,

ز) Umn =
∑
i≥0

(
n

2i+ 1

)
DiU2i+1

m y2i1 xn−1−2i
m .

اݿب j ݁ټྟب ොේچں ༟ڎد દતܔިۚ܂ ߙߵ ،w(p) ஓ஁؇د ؇ً ،p ޖ۳ިر ᘣ۬ ਊಾر ܔٷڎ، ّگފࡰࡲ را {Un} ᘣᄩᄟ؇ਊ಻د ᄩᄥᆇᅹ ۱؇ی از ௤௕ٞ ቕሡ دݿب p اول ༟ڎد ா஫ا ׏؉. ׂ֔ۑ
.p | Uj ᄊჳ

.w(p) | n ா஫ا ڣگޔ و ா஫ا p | Un ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ .2.6 ᖔႚ႖ڲۻכ
دارد. وۏިد p اول ༟ڎد ۱ݠ ߓߵای w(p) ሏᇧ د۱ڎ ૰૙؇ن ًأڎ ᘣᄩᄥ٪݁ފ .w(2) = 2 د࣎ࣖ ሏᇧ ّިان ሏᇃ؇آݿ ۬ ً

ܔٷچڎ: ೑ಸ؇ٔ ً؇ނڎ. ڣݠد ሏᇿاو ༟ڎد p ܔٷچڎ ڣݠض ܇٤ܙر) (ոֿؓܙن .2.7 ᖔႚ႖ڲۻכ
w(p)؛ = p آႤႅَه ،p | Dy1 ா஫ا اڤ؉)

آႤႅَه ،p ∤ Dy1 ா஫ا ب)
w(p) | p− ε

2
, ε =

(
D

p

)
≡ D(p−1)/2 (mod p).

ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ .p | Dy1 ᄊჳ ً؇ނڎ ሏᇿاو ༟ڎد p > 3 ܔٷچڎ ڣݠض .2.8 ᖔႚ႖ڲۻכ
Up ≡ p (mod p2).

ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ،λ ≥ 0 ۱ݠ و اول، p ً۬ ૭૙ྟب k ݁ټྟب ොේچں ༟ڎد ۱ݠ ،Un از p اول ༟؇݁ܭ ۱ݠ ߓߵای ાબׂار) (ոֿؓܙن .2.9 ᖔႚ႖ڲۻכ
vp(Uknpλ) = vp(Un) + λ.
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૭૩ިَ ሏᇧࡰࡲ اۊٺݱ؇ر ߓߵای
α = x1 + y1

√
D, β = x1 − y1

√
D.

ሏᇧ ܔٷࡰࡲ ٞژ ّأݠ اܔٷިن
Gn :=

∏
h<n

(h,n)=1

(
α− βe2πih/n

)
.

،َ۬ިஓ஁ ߓߵای
G1 = 1, G2 = α+ β = 2x1 = U2, G3 = α2 + αβ + β2 = U3.

اݿب. β و α از ሏᇃ݁ٺگ؇ر ۚٷڎᄩᄥᆇᅹ ای زߦߵا اݿب، ොේچں ༟ڎدی Gn ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ .2.10 ᖔႚ႖ڲۻכ
ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ .2.11 ᖔႚ႖ڲۻכ

Un =
∏
δ|n

Gδ.

اݿب. Un ݁گފިم ༟ܹچ۬ Gn ሏᇧ ނިد ۬༶ཹྥچ ڢٴܭ ᘣᄩᄥ٪݁ފ از
«ሏᇃوଫଜً» را Gn اول ༟؇݁ܭ ۱؇ی ݿ؇ߦߵ ሏᇧ ނިد؛ َ؇݁چڎه «ሏᇆذا» ܔٷڎ ّگފࡰࡲ ଩ଜَ را n ᄊჳ Gn از ሏᇿاو ༟؇݁ܭ .ቕቓଫଜܓ ሏᇧ َޙݠ در Gn ߓߵای اول ༟؇݁ܭ َިع دو

ሏᇧ َ؇݁ࡰࡲ.
ً؇ނڎ. Gn ሏᇆذا اول ༟؇݁ܭ p ܔٷچڎ ڣݠض .2.12 ᖔႚ႖ڲۻכ

اݿب. n اول ༟؇݁ܭ દતߓ߳رگ ߙߵ p ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ اڤ؉)
.p2 ∤ Gn ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ،n > 3 ா஫ا ب)

ً؇ނڎ. ොේچں ༟ڎدی n > 3 ܔٷچڎ ڣݠض .2.13 ᖔႚ႖ڲۻכ
دارد. q ሏᇃوଫଜً اول ༟؇݁ܭ ٞ܂ Gn ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ اڤ؉)

.q ≥ 2n− 1 ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ب)
ሏᇧ ܔٷࡰࡲ: ٞژ ّأݠ ඔඒۚٷ را M(Q) ༟ڎد

M(Q) = max

(
3,

qt + 1

2

)
.

༟ڎد دو ۱ݠ ᄊჳ ً؇ނڎ ොේچں ༟ڎدی S ா஫ا ً؇ނڎ. ،2 ༟ڎد ඹජ ۬ ً ،ًؕਵਦ ᆇᆅ-Qިارࢻࣖون ༟ڎد 2t − 1 ᘣ۬ ᆇᆅ ᘣ۬ ༟ިᆇ୞୘ Q′ و ،2 ∈ Q ܔٷچڎ ڣݠض .2.14 ᖔႚ႖ڲۻכ
ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ᆇᆅ-Qިارً؇ނٷڎ، S + 1 و S

S =
xn − 1

2
,

ىܭِ ᘣᄩᄟ݁أ؇د از ሏᇀۏިا (xn, yn) آن در ᄊჳ
x2 − 2dy2 = 1

ᄊჳ ޗިری ۬ ً اݿب،
d ∈ Q′, 1 ≤ n ≤ M(Q).

اݿب. ඔඒུྱލ ᘣᄩᄥ٪݁ފ ݁ފٺگࡰࡲ ᘣ۬ ༶ཹྥچ ًأڎ ᘣ۬ ڢݯچ
اݿب. (2t − 1)M(Q) ଫ଒ڎاܔ༡ިارᆇᆅ-Q ا༟ڎاد ሏᇿ݁ٺިا ۏڰب ۱؇ی ّأڎاد اول، ༟ڎد t از Q ᘣ۬ ༟ިᆇ୞୘ ۱ݠ ߓߵای ؓ۠׷ٝ.

ਜಸ؇ਜಸڎ. را ,ᆇᆅ-{2ިار 3, 5} ا༟ڎاد از ሏᇿ݁ٺިا ۏڰب ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ .2.15 ᖔႚ႖ڲۻכ


