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4 !"#$%&’(’)*+’, CRL

4.1 !"#$%&’% (#)%* &+ ,-.#$/%&&#0 *12’*%

!"# $$%&%’## cool ratio ()’*+##, ,- ./012/$30#41 53*#, ./’65#%,, *3* /5"%2/*. 75/ ./’6-

5#% 8 9#45/ %$*0#&/$/; ./:5/,), *3;%546, 95/ cool ratio lemma 8 9#45/ %$*0#&/$ #’45"),%’5,

# %</ ’%0126 ."#,%’651 $ /=>%? ."/%*5#$’/? <%/,%5"## (5. %. ’3 ."/%*5#$’-@ .0/4*/456@ ’3&

."/#2$/01’-,# ./06,#; $ 9345’/45#, ’3 CP2
). A&’3*/, /*32-$3%546, 95/ :5/ 4/$4%, ’% 53*, # CRL

,/;’/ 3&3.5#"/$351 ./& ."/%*5#$’)B <%/,%5"#B, ."#9C, 3&3.53+#6 =)&%5 4$623’3 4 *)=#9%4*#-

,# *"#$-,#. D06 ’39303, ’3./,’#,, 95/ :5/.

E &301’%?F%, 8 ’39#’36 4 :5/</ ,/,%’53, # &/ */’+3 (*"/,% ’%4*/01*#@ #4*0B9%’#?, /

*/5/"-@ =)&%5 /5&%01’/ 4*323’/), ,- 49#53%,, 95/ $4% ."/#4@/&#5 ’3 */,.0%*4’/? ."/%*5#$’/?

.0/4*/45# CP2
(’3 43,/, &%0% C ,/;’/ 23,%’#51 ’3 30<%="3#9%4*# 23,*’)5/% ./0% @3"3*5%"#-

45#*# 0).

!"#$%$&$’($ 4.1. !"#$%&’()* (+$,)*, #0# ("#$()* =)&%, ’32-$351 ,’/;%45$/ {[x : y : z] |

P(x,y, z) = 0}, <&% P 8 /&’/"/&’-? ,’/</90%’ 45%.%’# 3.

A=>36 5%/"#6 *)=#9%4*#@ *"#$-@ # ./’65#% 40/;%’#6 5/9%* ’3 *)=#*% ’3, ./5"%=)%546

5/01*/ $ 43,/, */’+% ."/%*53. G%, ’% ,%’%%, )9345’#*3,, 23#’5%"%4/$3’’-, $ =/0%% <0)=/*/,

#2)9%’## 5%,-, ,- 4/$%5)%, ./9#5351, ’3."#,%", *’#<) [6].

H&#$#5%01’/, ’/ ’34 $ .%"$)B /9%"%&1 =)&)5 #’5%"%4/$351 $-"/;&%’’-% *)=#*#.

!"#$%$&$’($ 4.2. !)451 K = C → ω 8 "34.3$F3646 *)=#*3. E-=%"%, ’3 ."6,/? ω ."/#2-

$/01’)B 5/9*) O, ’% 0%;3>)B ’3 */’#*%; %% =)&%, 49#5351 ’)0%$/? 5/9*/? 40/;%’#6 5/9%*.

A."%&%0#, 5/9*) T ↑ ω 40%&)B>#, /="32/,: %40# X ↓= Y (ω .%"%4%*3%5 C $ #)*&(+’,-
5/9*3@), 5/ T 53*/$3, 95/ [O, T ;X,Y] = !1; %40# ;% X = Y (5.%. ω .)/)$0/1 C), 5/ T = X.

E$%&%, /.%"3+#B +: K\{X,Y}↔K\{X,Y} → K\{X,Y} 40%&)B>#, /="32/,.

• %40# A ↑ C, B ↑ ω. !)451 ."6,36 AB ./$5/"’/ .%"%4%*3%5 C $ 5/9*% C. G/<&3 5/9*3 A+B

6$06%546 ./$5/"’-, .%"%4%9%’#%, ."6,/? OC # C;

• %40# A, B ↑ ω, 5/ A + B 8 :5/ 53*36 5/9*3, 95/ 4)>%45$)%5 ."/%*5#$’36 #’$/0B+#6,

*/5/"36 ,%’6%5 ,%453,# .3"- 5/9%*: (A+ B,O), (A,B), (X,Y);

• %40# A, B ↑ C. !)451 C 8 .%"%4%9%’#% ."6,-@ AB # ω. G/<&3 5/9*3 A + B 8 :5/ 53*36

5/9*3, 95/ [A+ B,C;O, T ] = !1.

A*32-$3%546, 95/ 53*/% /."%&%0%’#% &%?45$#5%01’/ 6$06%546 3’30/</, 40/;%’#6 5/9%* ’3

*)=#*%, ’/ &06 "34.3$F%?46 *)=#*#. I #,%’’/, $%"’- 40%&)B>#% )5$%";&%’#6.

203$#4%$’($ 4.3. !)451 C 8 */’#*3, 3 ω 8 ."6,36. G/<&3 5/01*/ 95/ $$%&%’#6 /.%"3+#6

40/;%’#6 */""%*5’/ 23&3%5 ’3 K\{X,Y} 45")*5)") 3=%0%$/? <")..-.
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A453$#, %</ =%2 &/*3235%0145$3 (4/&%";35%01’36 93451 &/*3235%0145$3 8 ."/$%"*3 344/+#3-

5#$’/45#, /45301’/% /9%$#&’/; %% ,- /.)45#,). A5,%5#, $3;’/% 40%&45$#%:

5&$%/03($ 4.4. !)451 K = C→ ω 8 $-"/;&%’’36 *)=#*3. G/9*# A, B 0%;35 ’3 C, 3 5/9*3 C

8 ’3 ω. G/9*# A, B # C 0%;35 ’3 /&’/? ."6,/? 5/<&3 # 5/01*/ 5/<&3, */<&3 A+ B+ C = O.

J0%&)B>36 5%/"%,3 6$06%546 /=/=>%’#%, 5%/"%,- (2.10):

6$7#$8) 4.5. K/’#*3 ε .%"%4%*3%5 C $ 5/9*3@ A, B, C # D, 3 ."6,)B ω 8 $ 5/9*3@ E # F,

."#9C, ’#*3*#% #2 :5#@ 5/9%* ’% 0%;35 $ .%"%4%9%’## C # ω. G/<&3 A+B+C+D+E+F = O.

!"# :5/,, $%"’/ # /="35’/%: %40# ’3 C $-="3’- 5/9*# A, B, C # D, 3 ’3 ω 5/9*# E # F, 5/

%40# A+ B+ C+D+ E+ F = O, 5/ :5# F%451 5/9%* 0%;35 ’3 /&’/? */’#*%.

97.)*)0$&:/037. !)451 ω .%"%4%*3%5 C $ 5/9*3@ X,Y; /’# ’%/=6235%01’/ "320#9’-. !/’65’/,

95/ &/4535/9’/ &/*32351 ."6,/% )5$%";&%’#% (#=/ &301F% ,/;’/ $/4./012/$35146 /="35’-,

@/&/,: ."/$%45# */’#*) 9%"%2 .651 5/9%* # $/4./012/$35146 %&#’45$%’’/451B /="35’/</ :0%-

,%’53). !)451 AB,CD .%"%4%*3B5 ω $ 5/9*3@ U,V . G/<&3, A+B+C+D+P+Q = P+Q!U!V ,

# ,- @/5#, ."/$%"#51, 95/ P + Q = U + V . !/ 5%/"%,% D%23"<3 /= #’$/0B+## &06 .)9*3

OA,B,C,D # ."6,/? ω 4)>%45$)%5 ."/%*5#$’36 #’$/0/B+#6 ’3 ω, ,%’6B>36 ,%453,# 5/9*# $

.3"3@ (X,Y), (P,Q), (U,V), /5*)&3 # 40%&)%5 5"%=)%,/%.

;)%)+) 62.

(a) !<7<=>’’)1 0$7#$8) ?$’$&1. I0<%="3#9%4*36 *"#$36 W 45%.%’# d .%"%4%*3%5

."6,-% AB,BC,CA $ 5/9*3@ Ci,Ai,Bi &06 i = 1, . . . ,d. D/*3;#5%, 95/
↑d

i=1

→→→
ACi→→→
CiB

→→→
BAi→→→
AiC

→→→
CBi→→→
BiA

=

(!1)d.

(b*) !<7<=$’($ crl. I0<%="3#9%4*36 *"#$36 W 45%.%’# d .%"%4%*3%5 /*");’/451 $

5/9*3@ A1, . . . ,A2d, 3 %% @/"&) XY $ 5/9*3@ B1, . . . ,Bd. D/*3;#5%, 95/ f(A1) . . . f(A2d) =

f(B1) . . . f(Bd), <&% f 8 cool-ratio-()’*+#6 &06 /5"%2*3 XY.

;)8$+)’($. L3&393 (62) /453C546 $%"’/?, %40# 23,%’#51 $-"/;&%’’)B *)=#*) (5"# ."6,-%

$ .)’*5% (a) # ."6,)B+/*");’/451 $ .)’*5% (b)) ’3 ."/#2$/01’)B. M/ %C &/*3235%0145$/

453’/$#546 2’39#5%01’/ 40/;’%%.

N40# */’#*3 C 6$06%546 /*");’/451B, 5/ $ *39%45$% ’)0%$/? 5/9*# /=-9’/ =%")5 =%4*/’%9’/

)&30C’’)B 5/9*) ."6,/? ω. O- =)&%, ."#&%";#$35146 :5/</ ."3$#03, %40# 6$’/ ’% /</$/"%’/

#’/%.

!"%&./0/;#,, 95/ K = ϑ→ ω 8 "34.3$F3646 *)=#*3, # ϑ 8 :5/ /*");’/451. D")<36 /*");-

’/451 ϖ .%"%4%*3%5 ω $ 5/9*3@ A, B # ϑ $ 5/9*3@ C, D. K")</$-% 5/9*# J+ # J! 6$06B546 &$),6

/453$F#,#46 5/9*3,# .%"%4%9%’#6 K # ϖ, 3 ."6,36 J+J! ."/@/&#5 9%"%2 ’)0%$)B 5/9*) *)=#*#.

J0%&/$35%01’/, J++J! = O, # "3$%’45$/ #2 5%/"%,- (4.5) ,/;’/ )."/45#51. E /="35’)B 45/"/’)

"344);&%’#% 5/;% $%"’/. E #5/<% ./0)93%, 40%&)B>%% )5$%";&%’#%:
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5&$%/03($ 4.6. !)451 K = ϑ→ ω 8 "34.3$F3646 *)=#*3 P/*");’/451 + ."6,36Q. G/9*# A,

B 0%;35 ’3 ω, 3 C, D 8 ’3 ϑ. G/9*# A, B, C # D 0%;35 ’3 /&’/? /*");’/45# 5/<&3 # 5/01*/

5/<&3, */<&3 A+ B+ C+D = O.

A5,%5#,, 95/ ./ ’%*/5/"-, ."#9#’3, (./?,C, $ &301’%?F%,) ’3, )&/=’/ 49#5351, 95/ %40#

A ’3 ."6,/? ω /50#9’3 /5 Y, 5/ X+A = X. I’30/<#9’/ 4 5/9*/? Y. J),,3 X+Y ;% ’% /."%&%0%’3.

4.2 3.#%*(’,&#% #2#24%&’% CRL

R53* ./?,%, ./9%,) CRL &%?45$#5%01’/ ."/%*5#$’-? /=S%*5. T344,/5"#, ’%*/5/")B */’#*)

# ."6,)B, ’% *343B>)B46 %C.

!"#$%$&$’($ 4.7. L3(#*4#")%, ’3 */’#*% C 5/9*# X,Y,Z; .)451 *3435%01’36 * C $ 5/9*% Z

.%"%4%*3%5 XY $ 5/9*% T . !)451 K 8 $-"/;&%’’36 *)=#*3, 4/45/6>36 #2 */’#*# C # ."6,/?

ω. 7#)#6&00)* cool ratio-8"0(9$&* 4 /4’/$’/? ."6,/? XY # 4 +%’5"/, Z =)&%, ’32-$351

()’*+#B fXY;Z = f : K → C → {↓}, */5/"/% "3=/53%5 40%&)B>#, /="32/,: %40# P ↑ C, 5/

f(P) = [X,Y;P,Z], 3 %40# P ’3 XY, 5/ f(P) = [X,Y; T ,P].

J"32) 23,%5#,, 95/ ."# &3’’/, c %451 "/$’/ /&’3 53*36 5/9*3 A ’3 C 95/ f(A) = c # "/$’/

/&’3 53*36 5/9*3 B ’3 ω, 95/ f(B) = c.

D06 ’39303, ."/$%&%, ,/45 ,%;&) :5#, /."%&%0%’#%, # ."#$-9’-, ’3, /."%&%0%’#%, cool

ratio ()’*+##.

!)451 XY 8 @/"&3 /*");’/45# ω. !)451 N 8 4%"%&#’3 /&’/? #2 &)<, 4/%&#’6B>#@ X,Y ’3

ω. T344,/5"#, /=/=>%’’)B cool-ratio ()’*+#B &06 /5"%2*3 XY # +%’5"3 N. G/<&3, 23,%5#,, 95/

./0)9#546 $ 5/9’/45# /=-9’36 cool-ratio ()’*+#6 fYX &06 5/9%* ’3 ."6,/? # fXY &06 5/9%* ’3

*/’#*%. G3*#, /="32/,, ,- ./0)93%, ."/%*5#$’/% /=/=>%’#% cool-ratio ()’*+##. E//=>% </$/"6,

$-="351 4%"%&#’) &)<# 8 *3* # cool-ratio ()’*+#B &06 /5"%2*3 XY 8 ,/;’/ &$),6 4./4/=3,#,

’/ /’# /50#93B546 5/01*/ 2’3*/,. K3;&/? 4%"%&#’% &)<# /5$%93%5 4$/? 4./4/= $$%45# ()’*+#B

&06 /5"%2*3 XY.

J0%&)B>36 23&393 6$06%546 *0B9%$/? $ "32&%0%. A’3 ./*32-$3%5, 95/ cool ratio lemma #

40/;%’#% 5/9%* ’3 $-"/;&%’’/? *)=#*% 8 :5/ ."3*5#9%4*# /&’/ # 5/ ;%.

;)%)+) 63. !)451 ."6,36 ω .%"%4%*3%5 C $ &$)@ "320#9’-@ 5/9*3@ X,Y. M3 */’#*% $-=%"%,

53*;% 5/9*) Z; .)451 T 5/9*3 ’3 XY 53*36 95/ ZT *343%546 C. !)451 f 8 /=/=>%’’36 cool

ratio ()’*+#6 &06 /5"%2*3 XY # +%’5"3 Z. E$%&%, ’3 K = C → ω 45")*5)") 40/;%’#6 5/9%* 4

’39301’/? 5/9*/? $ 5/9*% T . !)451 A,B ↑ K 8 &$% 5/9*#. G/<&3 f(A+ B) = f(A)f(B).

!"%&03<3%, $3, "%F#51 40%&)B>)B 23&39), 95/=- 0)9F% ."/9)$45$/$351 4$621 ,%;&) CRL

# 40/;%’#%, 5/9%* ’3 $-"/;&%’’/? *)=#*%.

;)%)+) 64. !%"%$%&#5% "%F%’#6 23&39 (1), (3), (4), (5), (6) # (12) ’3 62-* 40/;%’#6 5/9%*.
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;)8$+)’($. !/4*/01*) $ "%F%’## 9%"%2 40/;%’#% 5/9%* ’% 5"%=)%546, 95/=- /*");’/451

# ."6,36 .%"%4%*30#41 $ $%>%45$%’’-@ 5/9*3@, 5/ $ )40/$## .)’*53 (a) 23&39# (4) ."6,36

P ! Q ! R ,/;%5 # ’% .%"%4%*351 /*");’/451. I’30/<#9’/, $ )40/$## .)’*53 (b) 5/? ;%

23&39# ,/;’/ #2=3$#5146 /5 )40/$#6 ’3 $23#,’/% "34./0/;%’#% /*");’/45# # 5/9*# P.

G3*;%, ./4*/01*) /=3 .)’*53 /=03&3B5 ."/%*5#$’/? (/",)0#"/$*/?, $ #@ )40/$#6@ ,/;’/

23,%’#51 /*");’/451 ’3 ."/#2$/01’)B */’#*). !/&/=’-, /="32/, /=/=>3B546 # /45301’-%

23&39#.

!%"%(/",)0#"/$*3 23&39# (5) ’345/01*/ :0%<3’5’3, 95/ 2340);#$3%5 =-51 $-’%4%’’/? $ /5-

&%01’/% )5$%";&%’#%:

203$#4%$’($ 4.8. G"%)</01’#* ABC $.#43’ $ /*");’/451 ϑ. G3*;% &3’3 ."/#2$/01’36

."6,36 ω. T344,/5"#, *)=#*) C = ϑ → ω. !)451 M 8 5/9*3 O#*%06 ."6,-@ AB, BC, AC # ω.

G/<&3 M = A+ B+ C.

5 Awesome Ratio lemma

5.1 5#.61"’.#,*+ ’ /#*+7+(%"89(,#

6$7#$8) 5.1 (Awesome ratio lemma). O’/</)</01’#* A1 . . .An ’3 CP2
/.#43’ /*/0/ */’#*#

D # $.#43’ $ */’#*) C. U#*4#"/$3’’36 @/"&3 XY */’#*# C *343%546 */’#*# D. T344,/5"#,

*)=#*) K = C → XY. G/<&3
↔n

i=1 Ai = const ."# $"3>%’## A1 . . .An ./ !/’4%0%.

;)8$+)’($. M3 43,/, &%0% ’%*/5/"-? 9345’-? 40)93? ARL ,- );% &/*3230# $ ."%&--

&)>#@ "32&%03@. I #,%’’/ 5/5, <&% $4% /=S%*5- $%>%45$%’’-, n = 3, 3 /.#43’’36 */’#*3

6$06%546 /*");’/451B. D%?45$#5%01’/, #2 23&39# (23) #2$%45’/, 95/ 5/9*3 O#*%06 M ."6-

,-@ AB, BC, CA # XY ’%./&$#;’3 ."# $"3>%’## 5"%)</01’#*3. J &")</? 45/"/’-, $ 4#0)

)5$%";&%’#6 (4.8), M = A+ B+ C.

N40# .%"%$%45# ARL 4 62-*3 $-"/;&%’’/? *)=#*# ’3 62-* CRL, ./0)9#, 40%&)B>%% )5$%"-

;&%’#%.

5&$%/03($ 5.2. O’/</)</01’#* A1 . . .An $.#43’ $ /*");’/451 ϑ # /.#43’ /*/0/ */’#*#

ϖ. V/"&3 XY /*");’/45# ϑ *343%546 ϖ. G/<&3 $%0#9#’3
↑n

i=1 fXY(Ai) = const ."# $"3>%’##

A1 . . .An ./ !/’4%0%.

;)8$+)’($. J 5/9*# 2"%’#6 %$*0#&/$/? <%/,%5"##, :5/ *"3?’% ’%5"#$#301’/% )5$%";&%’#%.

5.2 3.’"#$%&’: ARL
;)%)+) 65.

(a) G"%)</01’#* ABC $"3>3%546 ,%;&) /.#43’’/? */’#*/? C # $.#43’’/? */’#*/? D.

G/9*# X # Y 53*/$-, 95/ ."6,36 XY *343%546 D. D/*3;#5%, 95/ $4% */’#*# (ABCXY)

."#’3&0%;35 /&’/,) .)9*), /&’3 #2 $%"F#’ */5/"/</ 0%;#5 ’3 C.
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(b) E-$%&#5% $ /&’) 45"/9*) #2 .)’*53 (a) 40%&)B>%% )5$%";&%’#%: G"%)</01’#* ABC

$"3>3%546 ,%;&) /.#43’’/? */’#*/? # $.#43’’/? .3"3=/0/?. G/<&3 /.#43’’-% /*");-

’/45# $4%@ 5"%)</01’#*/$ ABC ."#’3&0%;35 /&’/,) .)9*).

;)%)+) 66. W%45#)</01’#* ABCDEF $"3>3%546 ,%;&) /.#43’’/? /*");’/451B # $.#43’-

’/? */’#*/?. U#*4#"/$3’’36 ."6,36 m *343%546 $.#43’’/? */’’#*# # .%"%4%*3%5 ."6,-%

AF, AB, DC, DE $ 5/9*3@ X, Y, Z, T 4//5$%545$%’’/. A*");’/45# (AXY) # (DZT) ./$5/"-

’/ .%"%4%*3B5 /.#43’’)B /*");’/451 $ 5/9*3@ P # Q. G/<&3 ."6,36 PQ ."/@/&#5 9%"%2

(#*4#"/$3’’)B 5/9*), 0%;3>)B ’3 ."6,/? m.

;)%)+) 67. !)451 ABCD 8 9%5-"%@)</01’#* !/’4%0%, $.#43’’-? $ */’#*) C # /.#43’’-?

/*/0/ */’#*# D. !)451 X 8 ."/#2$/01’36 5/9*3 .0/4*/45#. D/*3;#5%, 95/ */’#*# (ABCDX)

/="32)B5 .)9/*.

;)%)+) 68* (A0. W3"-<#’3 2025, (#’30, 10.9). X%5-"%@)</01’#* ABCD /.#43’ /*/0/

/*");’/45# 4 +%’5"/, I. !)451 L 8 5/9*3 .%"%4%9%’#6 &#3</’30%? 9%5-"%@)</01’#*3 3 X,Y

53*##% 5/9*#, 95/ LI = LX = LY, ↭XLI = ↭YLI = 90→. D/*3;#5%, 95/ 5/9*# A, B, C, D, X # Y

0%;35 ’3 /&’/? "3$’/=/*/? <#.%"=/0%.

!"#<03F3%, $34 ’3?5# ’/$-% ."#0/;%’#6 ARL.
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